Der geometrische Ansatz zur inversen
Streutheorie bei der Dirac-Gleichung

Wolf Jung

FEingereicht als Diplomarbeit im Studiengang Mathematik
bei der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat
der RWTH Aachen am 29. August 1996

Betreuer: Herr Professor V. Enf3
Institut fiir Reine und Angewandte Mathematik



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 4
1.1 Inverse Streutheorie . . . . . . . . .. ... 4
1.2 Aufbau der Arbeit . . . . . ... 7
1.3 Bezeichnungskonventionen . . . . . . .. .. ... ... ... ... 8

2 Vorbereitende Sitze 11
2.1 Konvergenzbegriffe im Hilbertraum . . . . ... ... ... .... 11
2.2 Das Bochner-Integral . . . . . ... .. ... 000 14
2.3 Kurzreichweitige Magnetfelder . . . . . . .. ... ... ... ... 15
2.4 Kompakte Magnetfelder . . . . . ... ... ... ... ... ... 18
2.5 Die X-Ray-Transformation . . . . . .. .. ... ... ... .... 20

3 Die freie Zeitentwicklung 25
3.1 Das Prinzip der nicht-stationdren Phase . . . ... .. ... ... 25
3.2 Der verallgemeinerte Schrodinger-Operator . . . . . . . . . . . .. 26
3.3 Der skalare relativistische Hamiltonoperator . . . . . . . . . . .. 27
3.4 Der Dirac-Operator . . . . . . . . .. .. ... 29
3.5 Die Foldy-Wouthuysen-Darstellung . . . . . ... ... ... ... 32

4 Kurzreichweitige Potentiale 37
4.1 Existenz und Vollstindigkeit der Wellenoperatoren . . . . . . . . 37
4.2 Der verallgemeinerte Schrodinger-Operator . . . . . . . . . . . .. 39
4.3 Der skalare relativistische Hamiltonoperator . . . . . . . . . . .. 41
4.4 Der Dirac-Operator . . . . . . . . . . . .. .. ... .. 44
4.5 Die Dirac-Gleichung mit Magnetfeld . . . . .. ... ... .. .. 45

5 Inverse Streutheorie fiir den verallgemeinerten Schrédinger-
Operator 51
5.1 Der Hochenergielimes von S . . . . .. . .. .. ... ... .... 52
5.2 Rekonstruktion des Potentials . . . . . ... ... ... ... 54



INHALTSVERZEICHNIS 3

6 Inverse Streutheorie fiir den skalaren relativistischen Hamilton-

operator 56
6.1 Der Hochenergielimes von .S . . . . . . . ... ... .. ... ... 57
6.2 Rekonstruktion des Potentials . . . . . . ... ... .. ... ... 60
7 Inverse Streutheorie fiir den Dirac-Operator 62
7.1 Der Hochenergielimes von S . . . . . . .. ... ... ... .... 62
7.2 Der Hochenergielimes von S1 . . . . . .. ... ... ... .... 69
7.3 Rekonstruktion elektromagnetischer Felder . . . . . . . .. .. .. 73
7.4 Rekonstruktion kompakter Magnetfelder . . . . . . ... ... .. 74
8 Diskussion 78
8.1 Bemerkungen zur stationdren Theorie . . . . . . . . .. ... ... 78
8.2 Physikalische Deutung . . . . . .. .. ... ... . 79

8.3 Zusammenfassung und Ausblick . . . .. ... 80



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Inverse Streutheorie

In der Quantenmechanik fiir ein Teilchen im v-dimensionalen Raum betrachtet
man Zustinde U in einem separablen Hilbertraum H. Eine Realisierung ist ¢ (x)
in L*(R”,dx), in dieser Darstellung sind die selbstadjungierten Komponenten
des Ortsoperators z,...,x, Multiplikationsoperatoren. Die Komponenten des
Impulsoperators p sollen die kanonischen Vertauschungsrelationen [x;, px] = id;x
erfiillen, die {ibliche Wahl ist p = —iV (wir verwenden Einheiten mit ¢ = 1 und
h = 1). Durch Fouriertransformation erhiilt man die Impulsdarstellung 4 (p) in
L?*(R”, dp), in dieser Darstellung sind die p; Multiplikationsoperatoren. p erzeugt
Translationen im Ortsraum und x erzeugt Translationen im Impulsraum. Mit
v € R” gilt fiir Zustande:

(e™Py)(x) =w(x=v) und (™) (p) = d(p—v) (1.1)
und entsprechend fiir Operatoren:

P f(x)e P = f(x+v) und e f(p)e = f(p+v) .  (12)

Die Zeitentwicklung des Systems ist gegeben durch die unitire Gruppe e~
erzeugt von dem selbstadjungierten Hamiltonoperator H, der nach dem de-
als Operator der Energie aufzufassen ist.

4

Broglie-Prinzip ,,Energie = Frequenz'
In vielen Fallen erhélt man H formal dadurch, dafl man in der Hamiltonfunktion
eines klassischen Systems die Variablen x und p durch die entsprechenden Opera-
toren ersetzt. Dabei ist oft H = Hy+ V', wobei H ein Pseudo-Differentialoperator
ist, der der kinetischen Energie entspricht. V' ist ein Multiplikationsoperator und
stellt das Potential eines dufleren Kraftfeldes dar.
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In der zeitabhéngigen Streutheorie versucht man das Langzeitverhalten von
e~ durch Vergleich mit der freien Zeitentwicklung e~ zu beschreiben,
es soll gelten

lim (e_th\If — e_iHOt\Ifi) =0.

t—Foo
Man definiert (fiir Hy mit rein kontinuierlichem Spektrum) die Wellenoperatoren
durch
QL =5 — tEmoo ot —iHot
Falls Q4 existieren, so sind sie isometrisch, und zu den W existiert ein W.
Falls Ran Q. = Ran Q_ = H“"(H) gilt, so heiflen die Q vollstindig, und zu
U € H“"(H) existieren ¥,. Die S-Matrix S = Q% Q_ ist in diesem Fall unitér.
Mit ¥, = SW¥_ 148t sich dies dahingehend interpretieren, daf ein einlaufendes
Teilchen e #0!W_ nicht vom Kraftfeld eingefangen wird, sondern dieses als

e~y | wieder verlidBt. Die folgende Abbildung veranschaulicht dies:

Die Fragestellung der inversen Streutheorie lautet: Gegeben sind S und Hy,
gesucht ist V. Oder physikalisch betrachtet: Lafit sich das Potential aus den Er-
gebnissen von Streuexperimenten rekonstruieren? In [12, 13, 14, 15] 16sen V. Enf3
und R. Weder das inverse Streuproblem fiir die Schrodinger-Gleichung, also
Hy = 1/2p? mit der folgenden geometrischen Methode: Mit einer Translation
im Impulsraum um v = vw wird der Hochenergielimes von S untersucht, durch
Grenziibergang |v| = v — oo bei festgehaltenem FEinheitsvektor w. Zwischen
geeigneten Zustinden ¢, W ergibt sich

. . +o0
(@,iv(e‘waezvx — 1)\I/> — /Oo dr ((P, Vi(x+ wT)\I/) fiir v — oo .
Aus dieser X-Ray-Transformation l&t sich V' eindeutig rekonstruieren. Dabei
sind beliebige kurzreichweitige Potentiale zugelassen, diese sind Kato-beschrankt
mit relativer Schranke a < 1 beziiglich Hy und erfiillen die Abfallbedingung

R [V + ) (x> B < oo
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Dabei bezeichnet F'(-) den Operator der Multiplikation mit der charakteristischen
Funktion x(-). Diese Methode wird auch auf Mehrteilchensysteme und auf lang-
reichweitige Potentiale (bei gegebenem langreichweitigem Anteil) angewandt. Sie
funktioniert nur fiir v > 1, da sich bei v = 1 die X-Ray-Transformierte von V'
auf eine Zahl reduziert. Die Methode ist jedoch einfacher und ergibt allgemeinere
Resultate als der stationdre Ansatz [4, 17, 31, 32].

In dieser Arbeit wird die zeitabhéngige, geometrische Methode der inversen
Streutheorie auf drei freie Zeitentwicklungen angewandt, wobei die obige Defini-
tion kurzreichweitiger Potentiale entsprechend angepaf3t wird:

1. Zuerst betrachten wir Hy = |p|* mit a > 1. Darin ist der Schrodinger-
Operator fiir a = 2 enthalten. Es ergibt sich eine analoge Formel fiir den
Hochenergielimes von S (Satz 5.1):

1 . . +oo
v (e"vxSe“’x - 1)\11 — drV(x +wr)¥ fir v — oo,
daraus l&8t sich nun V' eindeutig rekonstruieren. Hy stellt fiir o # 2 kein
physikalisches System dar, ermdéglicht aber die folgende qualitative Betrach-
tung, die den Unterschied zwischen Schrodinger-Gleichung und relativisti-

o=l ist der asymptotische Aus-

scher Quantentheorie verdeutlicht: () = av
druck der Geschwindigkeit, und die Formel 148t sich dahingehend interpre-
tieren, dafl der Term n-ter Ordnung in der Bornschen Reihe von der Gréfien-
ordnung 1/Q™ ist und somit nur der Term erster Ordnung im Grenziiber-

gang limg_.c iQ (S(Q) - 1) iibrigbleibt.

2. Fir @« = 1 bleibt die Geschwindigkeit jedoch beschrinkt, wenn der
Grenziibergang v — oo im Impulsraum erfolgt. Nun bleiben die Terme
der Bornschen Reihe von derselben Groflenordnung, sie vereinfachen sich
jedoch soweit, dafl sich der Grenzwert von S explizit angeben lafit. Fiir

Hy = +/p? + m? mit m > 0 ergibt sich (Satz 6.1)

+oo
s — lim e7™"Se™™ = eXp{ — z/ V(x+ wt)dt} :

und daraus lassen sich zumindest stetige kurzreichweitige Potentiale ein-
deutig rekonstruieren. v/p? +m? ist zwar nicht der Hamiltonoperator ei-
nes physikalischen Systems, doch wir betrachten ihn in folgendem Sinne
als relativistischen Hamiltonoperator: Der relativistischen Energie-Impuls-
Bezichung E? = p? + m? entsprechend haben die Symbole des Dirac-
Operators Hy = a-p + fm und des Klein-Gordon-Operators (vergleiche
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(3.3) in Abschnitt 3.4) die Eigenwerte £1/p? + m?. Daher wird das Ver-
halten dieser relativistischen Hamiltonoperatoren teilweise von /p? + m?
widergespiegelt und ist hier gegebenenfalls leichter zu untersuchen.

3. Der Dirac-Operator ist Hy = a-p + fm = ayp1 + ... + a,p, + fm mit
m > 0 und geeigneten Matrizen oy, ..., a,, [ € C**#. Er wirkt auf Spino-
ren ¥ € L?(R”,C*). Die Dirac-Gleichung ist das physikalische Modell fiir
relativistische Elektronen, zumindest soweit eine relativistische Einteilchen-
Quantenmechanik sinnvoll ist. Ein dufleres elektromagnetisches Feld wird
iiber die Potentialmatrix V' = Ay — a-A in die Gleichung eingefiihrt. Das
Hauptergebnis dieser Arbeit ist Satz 7.6:

o0

5 — vhl& e VENW G| ptVINW — eXp{ — z/ (Ao T w-A) (Xyw + wt)dt}
Dabei ist Xy der Newton-Wigner-Ortsoperator, und Si beschreiben
die Streuung von Elektronen positiver/negativer Energie in der Foldy-
Wouthuysen-Darstellung. Hiermit lassen sich nun das elektrische Feld E =
—grad Ag und das Magnetfeld B = rot A eindeutig rekonstruieren. Dies
wird auf zweidimensionale Magnetfelder mit kompaktem Trager verallge-

meinert, fiir die A im allgemeinen nicht kurzreichweitig ist.

Die Hauptergebnisse der vorliegenden Arbeit werden in [21] verdffentlicht.

In [20] untersucht H.T. Ito die Dirac-Gleichung mit stationdren Methoden. Er
kommt zu &hnlichen Ergebnissen, benotigt allerdings wesentlich stérkere Voraus-
setzungen.

In [2, 3] untersucht Silke Arians die Schrédinger-Gleichung mit Magnetfeld
und erhélt die zur obigen Formel analoge Aussage

+oo
s — lim e~ VXGeV* = exp {z/ w-A(x + wt)dt}
—00

sowie eine Methode zur Rekonstruktion von Ay, wobei dieses im Unterschied zur
relativistischen Theorie nicht im Exponenten auftritt.

Fiir die Funktionalanalysis und Streutheorie im Hilbertraum verweisen wir
auf [28, 29, 30], fiir die Dirac-Gleichung auf [35] und fiir den physikalischen Hin-
tergrund auf [5, 6, 25, 26].

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 stellen wir grundlegende Sétze zu Konvergenzbegriffen im Hilbert-
raum und zum Bochner-Integral vor. Wir untersuchen den Abfall und die Eich-
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freiheit des Vektorpotentials bei Magnetfeldern und die Injektivitit der X-Ray-
Transformation.

In Kapitel 3 untersuchen wir die drei freien Zeitentwicklungen, insbesondere
wird eine Abschétzung mit der Methode der nicht-stationdren Phase hergeleitet.
Hier stellen wir auch die Dirac-Matrizen und die Foldy-Wouthuysen-Darstellung
Vor.

In Kapitel 4 behandeln wir kurzreichweitige Potentiale fiir die drei freien Ha-
miltonoperatoren und erhalten eine grundlegende Abschéitzung, die in den fol-
genden Beweisen fiir die Anwendung des Satzes {iber majorisierte Konvergenz
benotigt wird. Auflerdem untersuchen wir die Eichinvarianz der S-Matrix.

Waihrend sich in den Kapiteln 3 und 4 eine parallele Darstellung anbietet,
erfordern die Untersuchung der Asymptotik von S und die Rekonstruktion von
V unterschiedliche Methoden fiir die drei freien Hamiltonoperatoren. Dies erfolgt
in Kapitel 5 fiir Hy = |p|®, in Kapitel 6 fiir Hy = v/p? + m? und in Kapitel 7 fiir
den Dirac-Operator Hy = a-p + Om.

In Kapitel 8 werden die Ergebnisse diskutiert, etwa in Hinblick auf ihre phy-
sikalische Interpretation und auf mogliche Verallgemeinerungen.

1.3 Bezeichnungskonventionen

Vektoren werden durch Fettdruck gekennzeichnet, wie z.B. x, p, v, A, B. Die Iden-
titdt von H wird in der Bezeichnung nicht von der Zahl 1 unterschieden, und
Vielfache der Identitdat werden entsprechend vereinfacht dargestellt, z.B. bei Re-
solventen (A—\)~! statt (A—A1)"1. Weit verbreitet ist die Konvention, Riemann-
und Lebesgue-Integrale durch die Bezeichnungsweise

/abdm f(x) und / f

[a,b]

zu unterscheiden. Diese Konvention wird hier nicht verwendet, insbesondere wer-
den auch Lebesgue- und Bochner-Integrale meist in der ersten Form dargestellt.
Die Angabe der Integrationsgrenzen ermoglicht z.B. die Schreibweise foioodt, und
die Angabe des Differentials ist von Vorteil, wenn beziiglich einer von mehreren
Variablen integriert wird.
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Einige oft verwendete Symbole:

Srl={x e R"||x] =1} Kugeloberflache
w, = |S¥7Y = 272 /T (v/2) Flacheninhalt
P - I, Standard-Banachraum und Norm
| - || zpt-poe vergleiche (4.2) in Abschnitt 4.2
S, S Schwarzsche Funktionen/Distributionen
CH@) C*-Funktionen mit kompaktem Triiger in G
H = L*(R”) bzw. H = L*(R”,C*) Hilbertraum
L(H) Banachraum der Endomorphismen von H
U, (x), Qﬂ(p) Zustand, Orts- und Impulsdarstellung
Vrw (y), &FW(q) Foldy-Wouthuysen-Darstellung
X, p Orts- und Impulsoperator
Xy Newton-Wigner-Ortsoperator
Yy, q FW-Darstellung von Xy, p
Hy freier Hamiltonoperator, z.B.:
Hy = |p|* mit a > 1 Verallgemeinerung des Schrédinger-Operators
Hy = +/p?+ m? mit m >0 skalarer relativistischer Hamiltonoperator
Hy=a-p+ Bmmitm >0 freier Dirac-Operator, Definition 3.4
P.=1/2(1+ Hy/F) Projektor auf H(H, = £E)
Hy=PyH=H(Hy = +FE) spektrale Teilrdume
U(p) = \/%(1 - ﬂEo_i—pm) vergleiche Definition 3.8
U vergleiche Lemma 3.10

Vv Potential /Potentialmatrix
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H:H0+V

v=ow, v=|v], we S

Qy
S=0 Q.
St

supp(-)

1. Einleitung

Hamiltonoperator

Translation im Impulsraum
(keine Geschwindigkeit)

Geschwindigkeitsoperator
Multiplikation mit x(|x| > R)
relativistische Gesamtenergie
Stromdichte

elektrische Feldstirke
magnetische Flufidichte
elektrostatisches Potential
Vektorpotential des Magnetfeldes
Wellenoperatoren
Streumatrix

vergleiche Definition 3.8
Trager einer Funktion

Ende eines Beweises



Kapitel 2
Vorbereitende Satze

In Abschnitt 1 stellen wir grundlegende Satze zu den Konvergenzbegriffen im Hil-
bertraum vor. Fiir weitere Begriffe aus der Funktionalanalysis im Hilbertraum,
etwa Unitaritiat, Selbstadjungiertheit, Satz von Stone, Satz von Kato-Rellich,
verweisen wir auf [28, 29]. Abschnitt 2 ist dem Bochner-Integral gewidmet. Wir
bendtigen es nur fiir Abbildungen von R in einen separablen Hilbertraum, es 1483t
sich auf beliebige Banachrdume verallgemeinern. Die Eichfreiheit und die Abfallei-
genschaften von Vektorpotentialen werden in den Abschnitten 3 und 4 untersucht,
und Abschnitt 5 behandelt die Injektivitit der X-Ray-Transformation.

2.1 Konvergenzbegriffe im Hilbertraum

Sei ‘H ein separabler Hilbertraum. Wir stellen einige Aussagen zu Grenzwertbe-
griffen fiir Operatoren in ‘H zusammen. Sie werden fiir Operatorfolgen (An> .

formuliert, gelten jedoch analog fiir Operatorscharen (A(t))t . Wir benoti-
gen neben der Konvergenz beziiglich der Operatornorm ||A| = sup ||A¥||/[|¥||
hauptséchlich die folgenden drei Konvergenzbegriffe:

Definition 2.1 (Konvergenzbegriffe)
1. Seien A,, beschrdnkt und fir alle V € H gelte A,V — AV. Dann konvergiert
A, gegen A stark: A, > A.

2. Seien A, beschrinkt und fir alle &, ¥ € H gelte (&, A, V) — (O, AV).
Dann konvergiert A, gegen A schwach: A, = A.

3. Seien A, und A selbstadjungiert und es gelte (A, +1)~t = (A+4)~t. Dann
konvergiert A, gegen A im Sinne der starken Resolventenkonvergenz:
A, 5 A.

11
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Mit dem Satz von Banach-Steinhaus folgt, dal A in 7. und 2. ebenfalls beschrankt
ist. Die starke Resolventenkonvergenz ist insbesondere fiir unbeschréinkte Opera-
toren interessant.

Lemma 2.2 (Konvergenzkriterien)

1. Seien H = L*(R") und A, (x), A(x) gleichmdfig beschrinkte Multiplikati-
onsoperatoren mit lim,,_,., A,(x) = A(x) fir fast alle x € R”. Dann gilt
A, 5 A

2. Seien A, beschrinkt. Dann gilt A, > A = A, > A.

3. Seien A,, A gleichmdfig beschrinkt und D C H dicht. Fir alle V € D
gelte A, ¥ — AVU. Dann gilt A, > A.

4. Seien A,, A gleichmajig beschrinkt und D C ‘H dicht. Fir alle ®, ¥ € D
gelte (&, A, ¥) — (&, AV). Dann gilt A, = A.

5. Seien A,, A selbstadjungiert mit einem gemeinsamen Kernbereich D. Fir
alle W € D gelte A, ¥ — AV. Dann gilt A, = A.

Beweis: 1. Dies folgt mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz, angewandt auf
die Funktion H (An(x) - A(X)) U(x) H2

2. Dies folgt mit der Stetigkeit des Skalarproduktes.

3. und 4. ergeben sich mit der £/3- bzw. £/5-Methode.

5. Dies ist Theorem VIII.25(a) in [28]. m

Lemma 2.3 (Starke Konvergenz)

1. Seien A,, beschrankt. Dann gilt fir V,, ¥ € H:
A, S AundV, - ¥ = AV, — AU,

2. Seien A, B, beschrankt. Dann gilt:
A, > Aund B, >B = A,B,> AB.

3. Seien U, isometrisch und U unitdir, dann gilt:
U, >U = U:SU".

Beweis: 1. Die A,, sind nach dem Satz von Banach-Steinhaus gleichméfig be-
schrankt, also ||A,|| < M. Damit gilt

| AT, — AT | = || AT, — ) + (A, — A)T|
< MW, =¥ +||(4, - || 0.
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2. Dies wird vollkommen analog bewiesen.
3.5ei ¥ e H. Esgilt (U =UNY| = ||UHU - U,)U Y| < ||(U-U,)U*¥| — 0.
[

Lemma 2.4 (Schwache Konvergenz)

1. Seien A,, B, beschrinkt. Dann gilt
A, > A B,>B = A'B,> A*B.

2. Seien U,, U isometrisch, dann gilt U, > U = U, >U.

Beweis: 1. Dies folgt mit (¢, A*B,V) = (A,®, B,¥) aus der Stetigkeit des
Skalarproduktes.
2. Sei ¥ € H. Es gilt

(0 0) = o -2mefuie. ve) w0

=[luw|? = U2

Lemma 2.5 (Starke Resolventenkonvergenz) Seien A,, A selbstadjungiert
mit A, = A. Dann gilt:

1. Ist f : R — C stetig und beschrinkt, dann gilt f(A,) = f(A). Insbesondere

qilt e7#nt 2, oAt

2. Sei I C R ein beschrinktes Intervall mit INcPP(A) = (). Dann gilt Pr(A,) =
Pi(A).

Fiir den Beweis verweisen wir auf Theorem VIII.20 und Theorem VIII.24 in [28].
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2.2 Das Bochner-Integral

Wir stellen das Bochner-Integral fiir Abbildungen ¥ : R — H vor, wobei H ein
separabler Hilbertraum ist. Fiir eine weitergehende Diskussion verweisen wir auf
[7, 36].

Definition 2.6 (Mef3barkeit) Sei H ein Hilbertraum und ¥ : R — H.

1. U heifit Elementarfunktion, wenn sie nur endlich viele Werte annimmt und
die jeweiligen Urbilder meflbar sind, und wenn das Urbild von H\{0} ein
endliches Maj$ hat.

2. U heifit stark mefbar, wenn eine Folge von Elementarfunktionen W, exi-
stiert mit W, (t) — U(t) fir fast alle t € R.

3. U heifit Borel-mefbar, wenn das Urbild jeder offenen Menge meflbar ist.

4. U heifit schwach mefbar, wenn t — (@, ‘I/(t)) fiir alle ® € H mefbar ist.

Lemma 2.7 (Mef3barkeit)
Sei H ein separabler Hilbertraum und W : R — H. Dann sind dquivalent:

1. U ist stark mefibar.
2. U ist Borel-mefibar.

3. W ist schwach mefbar.

Zum Beweis verweisen wir auf [28, Theorem IV.22]. Insbesondere ist also jede
stetige Funktion stark mef3bar.

Definition 2.8 (Bochner-Integral) Sei H ein Hilbertraum und ¥ : R — H.

1. U heifst Bochner-integrierbar, wenn eine Folge von Elementarfunktionen W,
existiert mit W,,(t) — W (t) fir fast allet € R und [||¥ — ¥, || — 0.

2. Dann ist das Bochner-Integral von ¥V definiert durch

Jv =t o,

mit der natirlichen Definition des Integrals einer Elementarfunktion.
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Lemma 2.9 (Bochner-Integral) Sei H ein Hilbertraum und ¥ : R — H.

1. VU st genau dann Bochner-integrierbar, wenn ¥ stark mefsbar ist und
S| < oo gilt.

2. Dann ist || [¥| < []|¥].

Fiir den Beweis vergleiche [36, p.133, Theorem 1].

Satz 2.10 (Majorisierte Konvergenz)

Seien V,, : R — H Bochner-integrierbar mit V,(t) — V(t) fir fast alle t € R.
Es gebe eine Funktion h € L*(R, R) mat ||V, (¢)]] < h(t) fir n € N und fast alle
t € R. Dann ist ¥V Bochner-integrierbar und [V = lim, o [V,,.

Beweis: U ist stark mefibar, und wegen ||W(¢)|| < h(t) fiir fast alle t € R ist ¥
Bochner-integrierbar. Wir erhalten

| fo= fw < filw-wl—0

nach dem gewohnlichen Satz {iber majorisierte Konvergenz, denn es gilt

IW(t) — W, (t)]| — O fast iiberall und ||W(t) — W, (¢)|| < 2Ah(t). m

Wir verwenden im folgenden die sonst fiir Riemann-Integrale iibliche Schreib-
weise [’dt U(t) auch fiir Bochner-Integrale.

2.3 Kurzreichweitige Magnetfelder

Wir betrachten statische elektromagnetische Felder, und zwar zuniichst im R3.
Die elektrische Feldstérke ist ein Vektorfeld E mit rot E = 0. Sie 148t sich daher
als E = —grad Ag mit dem skalaren Potential A, schreiben. Dieses ist bis auf
eine Konstante bestimmt. Wenn E hinreichend schnell abfillt, dann existiert
lim x| 00 Ao(x), und Ay wird eindeutig bestimmt durch die Forderung, daf es im
Unendlichen verschwindet.

Die magnetische Fluidichte B erfiillt div B = 0 (es gibt keine magnetischen
Monopole) und 1a8t sich daher als B = rot A mit dem Vektorpotential A schrei-
ben. Dieses ist durch B nur bis auf einen Gradienten bestimmt. Man bezeichnet
dies als Eichfreiheit, es besteht allerdings kein Zusammenhang zum Begriff der
Eichung eines Meflgerétes. Eine wichtige Eichung ist die Coulomb-Eichung mit
div A = 0, eine andere ist die transversale Eichung mit A - x = 0. In diesen
Eichungen existiert zu vorgegebenem B héchstens ein A mit limjy) o, A(x) = 0.
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Fiir die Coulomb-Eichung folgt dies aus dem Maximum-Prinzip fiir harmoni-
sche Funktionen. Das Magnetfeld B wird erzeugt durch die Stromdichte j gemé&fl
rot B = j. Diese erfiillt div j = 0, wodurch die Ladungserhaltung gewéhrleistet
ist.

Eine Punktmasse m mit der Ladung e folgt in der nicht-relativistischen Me-
chanik der Bewegungsgleichung mx = e(E + Q x B) mit der Geschwindigkeit
Q = x. Die entsprechende relativistische Gleichung ergibt sich aus der Lagrange-
Funktion —my/1 — Q2 — (A()(X) -Q- A(X)) und ist Lorentz-invariant, wenn man
(Ag, A) als Vierervektor transformiert, da dann das Wirkungsintegral invariant
ist. Daraus erhélt man das Transformationsverhalten von E und B, die sich zu
einem antisymmetrischen Tensor zusammenfassen lassen. (Historisch betrachtet
verlief es umgekehrt: Zuerst wurde die Lorentz-Transformation entdeckt, die im
Unterschied zur Gallilei-Transformation die Maxwell-Gleichungen invariant 1a83t.
Spéter wurde die Relativitéitstheorie entwickelt, um eine konsistente Interpretati-
on der Lorentz-Transformation zu ermoglichen.) Da die Lorentz-Transformation
ein statisches inhomogenes Feld in ein zeitabhéngiges Feld iiberfithrt und wir
nur die Streutheorie fiir statische Felder untersuchen, werden wir uns nicht wei-
ter mit Fragen der relativistischen Invarianz befassen (sie bildete allerdings eine
wesentliche Motivation fiir die Entwicklung der Dirac-Gleichung).

In beliebiger Dimension sind E und A weiterhin Vektoren, doch B wird ersetzt
durch die Differentialform zweiter Stufe d(A-dx), die sich durch die schiefsym-
metrische Matrix 0;A; — 0, A,; ausdriicken 1at. Fiir v = 3 wird sie durch die
Hodge-Transformation auf den Vektor B abgebildet. Fiir v = 2 erhélt man den
Skalar B = 0; Ay — 02A+, und eindimensionale Magnetfelder verschwinden.

Wir wollen die inverse Streutheorie der Dirac-Gleichung mit Hy = a-p + m
und V = Ay — a- A untersuchen. Welche Forderungen sollen wir dazu an Ay und
A stellen? Da E und B die physikalisch interessanten Gréflen sind, sind in erster
Linie differenzierbare Ay und A interessant. Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist
die Aussage, dafl sich ein elektromagnetisches Feld eindeutig aus der S-Matrix
des Dirac-Operators rekonstruieren 148t (Satz 7.7). Hierfiir bendtigen wir lediglich
die Stetigkeit und nicht die Differenzierbarkeit der A;.

Wesentlich ist jedoch die Kurzreichweitigkeit der Potentiale, das heifit: Wir
fordern h(R) = maxyx>r |4i(x)| € L*([0, 00)), was im folgenden als integrierbarer
Abfall bezeichnet wird. Die transversale Eichung ist in der Streutheorie beliebt,
weil man mit ihr auch im Fall eines langreichweitigen Magnetfeldes die unmodifi-
zierten Wellenoperatoren verwenden kann. Das transversal geeichte Vektorpoten-
tial ist allerdings auch dann i.a. nicht kurzreichweitig, wenn das Magnetfeld B so
gutartig ist, dal ein kurzreichweitiges A existiert. Hier ist die Coulomb-Eichung
besser:
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Lemma 2.11 (Abfall des Vektorpotentials) Seiv = 3 und A das Vektorpo-
tential in der Coulomb-FEichung zu gegebenem Magnetfeld B oder Strom j. Dann
qilt:

Bc )RR = A(x)=0(1/x]P)
JeEGIR®, R®) = A(x)=0(1/|x])

In beiden Fillen ist also A kurzreichweitig, auferdem gilt A € L2

Beweis: Analog zum Biot-Savartschen Gesetz gilt

4ﬁ/ %X_ﬂg B(y) .

Esist [B-ndo = 0 fiir jede geschlossene Flidche F und jede Ebene. Mit Fubini
folgt [d*yB(y) = 0, und mit

A(x) = 1 [y By) + 0(1/Ix?)

4rr|x |3
ergibt sich die erste Behauptung. Fiir j gilt analog [d®yj(y) = 0. Mit

—AA =rot rot A —grad div A =rot B=j folgt

%)= g [Py i) = g [vi) + 00/x)

und damit die zweite Aussage. m

Sei A ein Vektorpotential zu B = rot A. Dann gilt fir A = A + V) eben-
falls B = rot A. Das Vektorpotential ist keine meBbare physikalische Grofe und
ist durch B nur bis auf Eichfreiheit bestimmt. Sind andererseits A, A gegeben
mit rot A = rot A, so existiert ein A mit A = A + V. Das folgende Lemma
beriicksichtigt hierbei die Abfalleigenschaften von A, A und X:

Lemma 2.12 (Eichfreiheit des Vektorpotentials)
Seien A und A € C (R, RY) mit integrierbarem Abfall und rot A = rot AinS.
Dann gibt es A € C'(RY, R) mit A = A + V\ und limy o A(x) = 0.

Beweis: Fiir 2(R) = maxp>r|A(x) — A(x)| gilt: b ist monoton fallend und
integrierbar. Daher ist h(R) = o(1/R), denn anderenfalls géibe es ein € > 0 und
eine Folge von z,, € (0, c0) mit x,, h(z,) > € und z, 41 > 2x,. Sei h stiickweise
konstant mit h(x) = /2,11 fiir 2, < 2 < T,41. Dann ist h(x) < h(z), aber

/dajh gintl ™ Tn ZZ%:OO

Ln+1 n=1
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im Widerspruch zu h € L'. Wihle nun A € C'(R”, R) mit grad A\ = A — A.
Wir zeigen, dafl limjx)—..c A(x) existiert, er kann dann zu 0 gewéhlt werden. Sei
x1| > Rund |x;| > R, dann gilt A(x2) — A(x1) = Ji.(A — A)-dx, wobei die Kurve
C' aus den Strecken [x;, x1R/|x1|] sowie [xaR/|x3|, Xo] und einem Kreisbogen
mit Radius R besteht, und wir erhalten

IA(x2) — A(x1)] < 2/:dr h(r) + TRAh(R) — 0 .

Mit dem Konvergenzkriterium von Cauchy folgt, daBl limx| ... A(x) existiert. m

2.4 Kompakte Magnetfelder

Bei zweidimensionalen Magnetfeldern kann [ B # 0 sein. Sie sind physikalisch
interessant, weil man dreidimensionale Magnetfelder, die in einer Richtung iiber
eine lange Strecke konstant sind, wie das Feld einer Spule, durch ein zweidimen-
sionales Feld annidhern will. Beim Aharanov-Bohm-Experiment [1] werden Elek-

tronen vom Magnetfeld einer langen Spule gestreut. In der Mittelebene erhélt
a

a’?+r

diese die Léange 2a hat und r der Abstand zur Achse ist. j hat einen kompakten

man in der Coulomb-Eichung |A(x)| =~ ¢ = auBerhalb der Spule, wobei
T

Triger, und es gilt A(x) = O(1/|x|?) in Ubereinstimmung mit Lemma 2.11. Die
Elektronen fliegen jedoch durch den Bereich r < a, dort ist |A| ~ ¢/r. Wir wol-
len dies durch ein zweidimensionales Magnetfeld modellieren (,,unendlich lange
Spule®). Dann gilt aber fiir den Flu ® = [ B # 0, und daher kann kein kurzreich-
weitiges A mit B = rot A existieren, denn aus A(x) = o(1/|x|) folgt [ B = 0.
Unsere Aussagen iiber den Hochenergielimes von S werden in Abschnitt 7.4 auf
B € CY(R?, R) verallgemeinert, und die Rekonstruktion des elektromagnetischen
Feldes ist zumindest fiir B € C}(R?, R) méglich.

Definition 2.13 (Kompakte Magnetfelder) Wir definieren:
1. B € C)(R?, R) heifit kompaktes Magnetfeld.

2. A € C°%R? R?) mit rot A = 014y — OyA; = B in S heifit zulissiges
Vektorpotential, wenn A(x) = O(1/|x|) gilt und A(x)-x/|x| integrierbar
abfillt.

A ist im allgemeinen nicht stetig differenzierbar, lediglich 0; Ay — 9, A, ist stetig.
Daf diese Definition zuléssiger Vektorpotentiale sinnvoll ist, zeigt das folgende
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Lemma 2.14 (Vektorpotentiale zu kompakten Magnetfeldern) FEs gilt:

1. Sei B ein kompaktes Magnetfeld, dann existiert ein zuldssiges A mit
rot A = 81142 — 82A1 = B.

2. Ist auch A zulissig mit tot A = B, so gibt es ein A € C'(R%, R) mit
A=A+ VA A(x) = lim, o A(rx) ezistiert und ist stetig und homogen
auf R*\ {0}.

Beweis: 1. In der Coulomb-Eichung gilt

A_1<_""”’2>*B, dso A(x) = — 1 <_x2>+0(1/\x|2)

C2nfx)2\ o T om %2\ o

mit dem FluB ® = [ B. Damit ist A zuléssig. In der transversalen Eichung ist

Alx) = (;?) | \ds sB(xs), also A(x)-x = 0.

Sei |B(x)| < M und supp B C Bg(0), dann gilt fiir [x| > R:

MR?

R/Ix|
AG) < Ix| [ ds s =2
0 2|x|

also A(x) = O(1/]x]). Damit ist auch das transversal geeichte Vekorpotential
zuléssig.

2. Definiere A\(x) = [ (A — A)-dy und h(R) = maxjx>r | (A — A)-x/|x|[, dann
ist h integrierbar, und fir |x| > § > 0 und 7, > r; > R gilt

ro|x| 0o
A(rax) = A(rx)| < / | () < [ drh(r) =0 (R o)
ri|x 0R

Nach Cauchy existiert lim, ., A(rx) =: A(x). Die Konvergenz ist gleichméBig in
x mit |x| > §, daher ist A stetig auf R? \ {0}. A ist offenbar homogen und daher
i.a. nicht stetig in 0. m

Zu beliebigem P € R? kann man auch die verschobene transversale Eichung
_ 1
A(x) = <p2 x2> / ds sB(xs+P(1 —s))
Iy —Pp1) J0

betrachten. Dieses A ist ebenfalls zuldssig, und durch geschickte Wahl des Be-
zugspunktes P kann man erreichen, dafl der Triger von A in einem schma-
len Sektor liegt, was wir durch die folgende Zeichnung veranschaulichen:
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Eine solche Eichung wird in [2, 3] zur Untersuchung der Schrodinger-Gleichung
mit kompaktem Magnetfeld verwendet. Wir werden mit ihr den Satz 4.13 be-
weisen und damit in Abschnitt 7.4 kompakte Magnetfelder aus der S-Matrix des
Dirac-Operators rekonstruieren.

2.5 Die X-Ray-Transformation

Definition 2.15 (X-Ray-Transformation) Seiv > 2 und V : R” — C stetig
mit h(R) = maxx>g|V(x)| € L'. Dann ist die X-Ray-Transformierte von V
definiert durch

V o R'xS" ! —C
+o00
V(ix,w) = dtV(x + wt) .

Der Name X-Ray-Transformation, also Rontgentransformation, beruht auf An-
wendungen in der Computertomographie. Die X-Ray-Transformation wird in [19]
fiir V € S untersucht. Fiir v = 2 stimmt sie mit der Radon-Transformation {iber-
ein, bei der iiber Hyperflachen integriert wird.

x besitzt beziiglich w die eindeutige Zerlegung x = x/!l + x* mit x*-w = 0.

Satz 2.16 (Rekonstruktion von V aus der X-Ray-Transformierten)
Unter den Voraussetzungen von Definition 2.15 gilt:

1. V ist stetig auf RV x S*~L.
2.V ist konstant beziiglich xIl und gerade beziiglich w.

8. Es gilt limper o V(x,w)=0.
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4. Die Abbildung V — V st injektiv, damit lifit sich V aus V eindeutig re-
konstruieren.

Beweis:

1. Wir betrachten x,, — x, w,, — w. Fiir grofie n und |¢| gilt die Abschétzung

|V (%, + wit)] < A(|t] — |x| — 1). Mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz
erhalten wir V (x,, w,) — V(x,w).

2. Eine Anderung von x!l entspricht einer Translation in ¢, und die Spiegelung
von w entspricht der Spiegelung von t. Daher bleibt das Integral invariant.

3. Ohne Einschriankung sei x! = 0. Mit

x4 wt| = /(x1)2 + 2 > (|x] + [t])/v2  folgt

V(x*w)| <2 /0 Tath((x |+ 16)/V2) — 0 (x*| - o0)

nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz.
4. Wir definieren
W(x) = dwV(x,w) = 2/ dt dwV (x + wt)
Sv—1 0 Sv—1

und betrachten (¢,w) als Polarkoordinaten des R” geméfl y = wt.
Mit d¥y = t¥~1dt dw folgt

2
—Q/d” X+y 2/d” also W=——xV.

1 ) ’_lz/—l

Nach [18, p. 194] gilt (]X\_O‘)/\ = Qv/2-« F((y —a)/2)/T(«/2) |p| > in & fiir
a # v,v+2,.... Damit folgt fiir Ve S:

Dies entspricht [19, Theorem 2.27], und damit 148t sich V' aus W und damit
aus V rekonstruieren. Zur Verallgemeinerung dieser Aussage auf ein integrierbar
abfallendes, stetiges V' konnen wir uns auf den Fall v = 2 beschrianken, da es
geniigt, die Einschrankung von V auf eine beliebige Ebene zu rekonstruieren.
Wegen der Linearitdt brauchen wir nur W = 0 = V = 0 zu zeigen. Sei also
fdzy% = 0. Die Formel f xg = 27T(f§)v gilt beispielsweise fiir f, g € L?
oder fiir f € L', g € L% Unter unseren Voraussetzungen ist V € L2, aber
|x|7! ¢ L'+ L?. Wir verwenden daher das folgende Approximationsargument: Es
gilt nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz, angewandt auf {|x|='7¢ %V, )
mit ¢ € S:

1 1 1 9
S_ll—r}%|x|1+€ *V =0 und |X|1+€€L + L
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Da die Fouriertransformation fiir temperierte Distributionen stetig ist, folgt (der
e-abhéngige Vorfaktor kann weggelassen werden)

und damit V(p)/|p| =0 f.ii., also V =0. m

Bei der Dirac-Gleichung mit Magnetfeld (und ebenso bei der Schriédinger-
Gleichung [2, 3]) erhalt man [*2%dt w-A(x + wt)dt aus der S-Matrix. Der folgende
Satz zeigt, dal man damit A bis auf Eichinvarianz rekonstruieren kann. Dies ist
zunéchst iiberraschend, da man gewissermaflen eine (v — 1)-komponentige Funk-
tion aus einer einkomponentigen erhélt. Allerdings ist die X-Ray-Transformierte
einer einkomponentigen Funktion im Vergleich hierzu auch entsprechend iiberbe-
stimmt. Fiir die Rekonstruktion in Satz 2.16 geniigt die Kenntnis von V (x, w) fiir
w aus einem zweidimensionalen Unterraum des R".

Satz 2.17 (Rekonstruktion des Magnetfeldes) Sei v > 2, A : R — R”
stetig, h(R) = maxjx>g |[A(x)| € L', ferner gelte A € L*. Dann gilt fir die
Abbildung a : RV — R mit a(x,w) = [Tdt w-A(x + wt):

1. a ist stetig auf RV x Sv~1.
2. a ist konstant beziiglich x| und ungerade beziglich w.
8. Es gill limy1 | a(X,w) =0 .
4. A ist durch a in folgendem Sinne bis auf Fichfreiheit bestimmit:
a=d <= IAeCYR",R) mit lim A(x)=0und A'=A+V\.

|x|—o00
5. In der Coulomb-Fichung ist A durch a eindeutig bestimmit.

Die zusiitzliche Voraussetzung A € L? ist fiir v = 2 keine Einschrinkung, wohl
aber fiir v = 3. Sie ist jedoch erfiillt, wenn B oder j einen kompakten Triager
hat (Lemma 2.11). Unser Beweis li8t sich auf A € L7 fiir ein p mit 3/2 < p < 2
verallgemeinern, dies stellt immer noch eine gewisse Einschrinkung dar. Das Re-
konstruktionsverfahren von Ito [20, Lemma 3.4] 148t sich anwenden auf A € C*,
wobei 0; Ay integrierbar abfillt. Vergleiche dazu Satz 2.18.

Beweis: 1., 2. und 3. ergeben sich wie bei Satz 2.17.
4. ,<=* Es gilt

400 too 9
dtw-VA(x +wt) = dta)\(x—l—wt) =0.
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= Wir wollen den Beweis von Satz 2.16 iibertragen. Dazu liegt es nahe, das
Integral von w a(x, w) zu betrachten, da der Integrand beziiglich w gerade ist. Es
ergibt sich

W(x) = dw wa(x,w) 2/ dt dwww-A(x + wt)
Sv—1 Sv—1
v Y- A yyAkx+y) _ o xx"
= 2/d Tyt T T * A

Fir A € S folgt hieraus

N B Qw2 i _ PP "
e = ieall (1= ) A 2y

und W = 0 ergibt A(p) = p B |2, also A = V. Dies wollen wir auf ein stetiges
A E L? mit integrierbarem Abfall verallgemeinern. Fiir v > 2 bleibt (2.1) wegen
I |y+1 € L' + L? giiltig. Fiir v = 2 verwenden wir das Approximationsargument
aus dem Beweis von Satz 2.16.

5. Wenn A in der Coulomb-Eichung (d.h. div A = 0 in §’) kurzreichweitig
ist, dann ist es nach 4. durch a eindeutig bestimmt, denn aus AA = 0 und
lim|x) oo A(X) = 0 folgt A = 0. Man kann A auch folgendermaflen direkt rekon-

. vil
struieren: Fiir v > 2 ist W (p) = ??Lfl)ﬁ A(p). Fiir v = 2 gilt (—A,, A))T =Vpu
mit Lm0 pt(x) = 0. Daher ist Jredt (ngl — wlAg)(X + wt) = 0 und man

erhalt

400 400
dt A(x + wt) = w dt w-A(x + wt) .

—00 —00

Daraus lassen sich die Komponenten von A mit Satz 2.16 rekonstruieren. m

Die zweidimensionalen kompakten Magnetfelder lassen sich nicht mit Satz
2.17 rekonstruieren. Der folgende Satz ist durch Lemma 3.4 in [20] motiviert, wo-
bei Ito allerdings eine Darstellung mittels Fouriertransformation unter stédrkeren
Voraussetzungen verwendet. Wir betrachten nur v = 2, der Fall v > 3 143t sich
durch Einschrankung auf Ebenen analog behandeln.

Satz 2.18 (Rekonstruktion von B fiir v = 2)
Das Vektorpotential A : R? — R? erfiille eine der folgenden Voraussetzungen:

1. Es gelte A € C*(R* R?) und limpx oo A(x) = 0. A-x/|x| falle integrierbar
ab und 0; Ay habe ebenfalls integrierbaren Abfall fir i, k =1, 2.

2. Es sei B € C}HR?,R) und A € C°(R?,R?) mit rot A = B (in S'). Es gelte
A(x) = O(1/|x]) und A-x/|x| falle integrierbar ab.
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Dann lift sich B folgendermaflen aus a(x,w) = [Tt wA (x+wt) rekonstruieren:
Sei @ der gegeniiber w um —90° gedrehte Einheitsvektor, also @ = (wy, —w;)T.
Dann gilt

+oo d rtoo
dt B(ws + wt) = I dt w-A(ws + wt) .
—00 S J—0

Somit erhdlt man die X-Ray-Transformierte von B und mit Satz 2.16 schlieflich
B selbst.

Die Voraussetzungen sind relativ stark: In 1. sollen alle 0; Ay integrierbar abfallen,
und in 2. betrachten wir nicht B € C(R?) wie bisher, sondern nur B € C}(R?).

Beweis: Ohne Einschriankung kénnen wir das Koordinatensystem so wéhlen, dafl
w= (0, )T und w = (1, 0)7 gilt.
Unter den Voraussetzungen I. ergibt sich

+OodtB(S, t) = /_%(Zzt (0142 — 9r41) (s, 1) = /_+Oodt81A2(s, t),

denn aus limjy . A(x) = 0 folgt [T°dt 9, A5(s, t) = 0. Aus dem integrierba-
ren Abfall von 0; A folgt mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz, dafl wir
Integration und Differentiation vertauschen diirfen. Hierfiir geniigt es nicht, dafl
0145 — 05 Ay integrierbar abfallt.

Unter den Voraussetzungen 2. betrachten wir zunéchst eine spezielle Eichung.
Wegen B € C' ist das transversal geeichte Vektorpotential stetig differenzier-
bar und in einer geeignet verschobenen transversalen Eichung A’ verschwindet
Al(s, t) fir grofe [t], so dafl

~+o00 d [too
dt B(s, t) = I dt A(s, t)

folgt. Es gibt ein A mit A = A’ + V), und mit A gemi Lemma 2.14 ergibt sich

“+oo —+00
dt Ay(s, t) = dt AL(s, t) + A0, 1) — A0, —1) ,

daher ist die Ableitung nach s dieselbe. m

Diesee Idee werden wir auch bei der Bestimmung des Hochenergielimes von S
in Abschnitt 7.4 anwenden. Wir beweisen die entsprechende Formel zuerst in
einer speziellen Eichung und zeigen dann, dafl sie beim Wechsel der Eichung
giiltig bleibt, da sich beide Seiten der betreffenden Gleichung in derselben Weise
verandern.



Kapitel 3
Die freie Zeitentwicklung

In Abschnitt 1 stellen wir das Prinzip der nicht-stationdren Phase vor. Die Ab-
schnitte 2, 3 und 4 sind der freien Zeitentwicklung fiir Hy = |p|®, Hy = v/p? + m?
und fiir den Dirac-Operator Hy = a-p + m gewidmet. In Abschnitt 5 betrachten
wir die Foldy-Wouthuysen-Darstellung und den Newton-Wigner-Ortsoperator bei
der Dirac-Gleichung. Die Abschnitte 2 und 3 sind sehr dhnlich aufgebaut, wurden
jedoch der Ubersichtlichkeit halber nicht zusammengefafit.

3.1 Das Prinzip der nicht-stationiren Phase

Sei £ :R” — R und Hy = E(p). Dann gilt unter geeigneten Voraussetzungen

(7™ w)(x) = (2w [dp e ™FO)(p)

= (2m)7F [dpe®i(p)

mit f(p) = p-x/t— E(p). Geméfl der Hamiltonschen Mechanik ist die Geschwin-
digkeit gegeben durch Q = VE(p). Nach dem Prinzip der stationdren Phase
erhilt man fiir [t| — oo die grofiten Beitrige zu dem Integral fir Vf = 0, also
x/t = . Dies entspricht der klassischen Zeitentwicklung x = x¢ + Qt. Gilt an-
dererseits x/t # VE(p) fiir p € supp(¢)), so ist (e~ "'¥)(x) klein. Diese Idee
wird im folgenden Satz prizisiert. Dabei diirfen f und ) noch von weiteren Para-

metern abhiingen, da wir den Satz spiter auf e~ 0’e™*¥ anwenden wollen. Die
Beweisidee stammt aus [35, Theorem 1.8], ein anderer Beweis wird in [30, Theo-

rem XI.14] gegeben. Wir fassen die Parameter in einer Variablen a zusammen.

Satz 3.1 (Methode der nicht-stationiren Phase) Sei G C R” offen und
beschrinkt, und fir a € A seien f, € C*(G, R) und g, € C°(G, C). Es gel-

25
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te

sup |8ﬁfa( )| < oo fir|B] > 1 und sup |0}g.(p)| < oo fir [y| > 0.
PEG,acA peG,acA

Ferner gebe es ein € > 0 mit |Vpf.(p)| > ¢ firp € G, a € A. Dann gilt fir

- / dp €""*® g,(p)

Zu l € N existiert ein ¢ > 0 so, daf
|ha(t)] <

Beweis: Wir betrachten

t'ha(t) = /dp{  alp )lg'v)le"tf”(p)}ga(p)

firteR, ae A gilt.

(14 [¢])!

'V fup)
— /dp ) (i - |VV Jf;“(f))P)l 9a(P)
= |t'he(t)] < /dp‘(iv NV]{“(( ))IQ) ga(p)‘
V fu(p)

Nun ist (zV . W)l ga(p) = (0<;<l P’y(aﬁfa) 8vga)/|vfa|4l

mit geeigneten Polynomen P, in den Variablen 9°f, mit 1 < || <+ 1. Nach
Voraussetzung sind diese Polynome und die Ableitungen von g, auf A x G be-
schriinkt, also ist | Y o<y j<; Py 93gal < ¢ und damit

t'ha(t)| < |G| /e =: ", also |h,(t)] < "/|t)!
fir t # 0. Wegen |h,(t)] < " gibt es ein ¢ > 0 mit

c ..
’ha(t)|§m fir teR,CLEA |

3.2 Die freie Zeitentwicklung zu H, = |p|®

Wir betrachten den freien Hamiltonoperator Hy = |p|® mit o > 1 im Hilbertraum
H = L?(R”, C*). H, ist selbstadjungiert mit D(Hy) = {¥ € H| |p|*¢(p) € L?}.
Der zugehorige Geschwindigkeitsoperator ist Q = a|p|*~?p, er ist ebenfalls un-

iHot st nach dem Satz von Stone unitér.

beschrankt. Die freie Zeitentwicklung e~
Der folgende Satz wird zum Beweis einer Abschitzung fiir V e ~#H0le?™V*¥ benotigt
(Satz 4.5). Dabei wird ¥ durch (p?+1)*/2 W ersetzt, das dieselben Voraussetzun-
gen erfiillt. Fiir grofie v ist die Wellenfunktion zur Zeit ¢ bei cv® 1wt konzentriert.
Daher ist es sinnvoll, die zuriickgelegte Strecke 7 = av®~'t als neue Variable ein-

zufiihren.
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Satz 3.2 (Abschitzung der freien Zeitentwicklung zu H, = |p|®)
Sei Hy = |p|® mit a > 1, V € H mit ¢ € C§°, v = vw mit w € S*~*. Dann gibt
es zu | € N Konstanten ¢, vy > 0 so, dafs

fir x| < |7]/2, v > vy. (3.1)

. Hy . C
AT T VX <
()| <

Beweis: Es gilt

(e*icjﬁfi{l“ei"x@) (x)’ =

.. Hy :
(6 X, ZaualTewx\I/)(X)‘ _

i lp+v[®
()
7Z'|P+V‘a

und (6 fw""lT‘I/) (x) = (zﬂ)ig /dp €ina(p)1;(P)

mit  f,(p) = (p'X/T - M)’ a=(x/1,w,v).

Der Parameter a ist in A = Bl/Q(O) X S¥71 x [vg, 00), ferner setzen wir G =
Br(0) D supp(v). Zu zeigen ist: Fiir geeignetes vy > R erfiillt f, die Vorausset-
zungen von Satz 3.1, d.h. auf A x G ist |V f,| nach unten und 9°f, fiir |5] > 1

nach oben beschrénkt. Setze q = x/7. Mit |q| < 1/2 folgt

p+v|*2(p+v Pa
)vfa(p)]:\q—l ’Ual( )\ > ot 7 12
> - s s
Vo

fir |p| < R und v > v mit vy > R hinreichend grofi. —Durch Einfithrung von
1/v als neuer Variable sieht man: V f, und seine Ableitungen sind fiir v — oo
,stetig erginzbar®, also stetig auf dem durch |q| < 1/2, |p| < R, w € SV,
vg < v < 0o gegebenen Kompaktum und damit beschrankt. Mit Satz 3.1 folgt
die Behauptung. m

3.3 Die freie Zeitentwicklung zu Hy = /p? + m?

Der skalare relativistische Hamiltonoperator ist Hy = /p2 + m? mit m > 0.
Dies entspricht dem relativistischen Ausdruck fiir die Gesamtenergie eines freien
Teilchens der Masse m. Der zugrundeliegende Hilbertraum ist H = L*(R”, C*),
und Hy ist selbstadjungiert auf dem Sobolevraum H'(R”, C*). Der zugehérige
Geschwindigkeitsoperator ist Q = p/v/p% + m2. Er ist beschriinkt durch 1 (Licht-

—1Hot

geschwindigkeit). Die freie Zeitentwicklung e ist nach dem Satz von Stone

unitir. Der folgende Satz wird zum Beweis einer Abschitzung fiir V e~ #oteivxy
benotigt (Satz 4.9). Dabei wird ¥ durch +/p? + 1 ¥ ersetzt, das dieselben Vor-

aussetzungen erfiillt.
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Satz 3.3 (Abschitzung der freien Zeitentwicklung zu Hy, = /p? + m?)
Sei Hy = V/p2+m2 mitm >0, Ve H mity € C, v=ovwmitwe S
Dann gibt es zu | € N Konstanten ¢ > 0 und vy > 0 so, daf

—Hot v ) (x)| < —— fiir [x| < |t]/2, v > vp . 3.2
(70w ()| < g fir el < 1H1/2, 0 = (32
Fiir v — oo strebt die Geschwindigkeit gegen w, daher ist das Wellenpaket bei
wt konzentriert, und fiir kleine |x| wird es fiir grofie |¢| beliebig klein. Der Beweis
erfolgt mit dem Prinzip der nicht-stationéren Phase.

Beweis: Es gilt

(e’iHOteivx\If) (X)‘ =

(e’i"xe’iHOteivx‘Il) (x)’ =

(VT ) )

wnd (e VEREE ) () = (27) 7 [dpet i (p)

mit  f,(p) = (p-x/t — \/(p +v)2+ m2> , a=(x/t, w, v).

Der Parameter a ist in A = Bj;2(0) x S*7! x [vg, 00), ferner setzen wir G =
Br(0) D supp(v). Zu zeigen ist: Fiir geeignetes vy > R erfiillt f, die Vorausset-
zungen von Satz 3.1, d.h. auf A x G ist |V f,| nach unten und 9°f, fiir |3| > 1

nach oben beschrinkt. Setze q = x/t. Mit |q| < 1/2 folgt

p+vV ’> p+ V|

’Vfa(p)‘ - ‘q_ J+v)2+m2 \/|P+V|2+m2

—~1/2.

Dieser Ausdruck ist monoton wachsend beziiglich |p + v| und strebt gegen 1/2,
daher gilt fir |p| < R und v > vy mit vy > R hinreichend grof:
- R

V. (p)| > 0
IVialp) 2 \/(UO—R)2+m2

—1/2>e>0

Ferner sind V f, und seine Ableitungen fiir v — oo ,,stetig ergénzbar®, also stetig
auf dem durch |q| < 1/2, |p| £ R, w € S, vy < v < 00 gegebenen Kompaktum
und damit beschrinkt. Mit Satz 3.1 folgt die Behauptung. m
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3.4 Die freie Zeitentwicklung zur Dirac-
Gleichung

Wir definieren zur Abkiirzung E = /p? +m? fiir die relativistische Gesamt-
energie eines freien Teilchens mit der Ruhemasse m und dem Impuls p. Der
skalare Operator Hy = E wurde von Dirac verworfen, weil er sich schlecht in
relativistisch-invarianter Weise an ein dufleres Feld koppeln 148t. (Vergleiche da-
zu die Diskussion in [34].) Die Klein-Gordon-Gleichung — = E%p wird nach
Separation

E : '
o= ( ;) zu i® = Hy® mit Hy = ( _(Z,)E Zf) . (3.3)
Sie wird auf Spin-0-Teilchen, etwa Pionen, angewandt. Zur Beschreibung des
Elektronenspins machte Dirac den Ansatz

mit selbstadjungierten Matrizen aq,...,a,,3 € C**#. Dabei liegt der Hilbert-
raum H = L*(R”, C*) zugrunde, und H, ist selbstadjungiert mit Definitionsbe-
reich H'(R”, C*). Die Bedingung HZ = E? fiihrt auf die Vertauschungsrelationen

{ag, ag} =0 fiir i # k, af:ﬁ2:1, {aj, B} =0 .

Dabei bezeichnet 1 die Identitdt in C*** bezichungsweise H, und {4, B} =
AB 4+ BA den Antikommutator von A und B. Die Matrix «-p + fm hat die
Eigenwerte +F, und es gilt o(Hy) = 0%(Hy) = (—o0, —m] U [m, 00) . Die negati-
ven Eigenwerte fithrten zur Vorhersage der Positronen. Dariiberhinaus beschreibt
die Diracgleichung i¥ = HyW¥ in natiirlicher Weise Teilchen mit dem Spin 1 /2.
Die Komponenten des Spinors W entsprechen bestimmten Vorzeichen von Energie
und Spin. Aus den Vertauschungsrelationen folgt

troy = trfo S = tr foyf = —tr fa; = —tra;

also tra; = 0, analog tr 5 = 0 und somit tr (a-p + fm) = 0. Damit haben die
Eigenwerte +F dieselbe Vielfachheit, insbesondere ist p gerade. Das Standard-
beispiel ist v = 3, p = 4. Hierbei sind die Matrizen durch die Vertauschungs-
relationen bis auf unitére Aquivalenz festgelegt, eine iibliche Darstellung ist (in
Blockmatrix-Schreibweise)

; 1
o = 0 o , B = 0 mit den Pauli-Matrizen
o, 0 0 —1
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0 1 0 —i U 10
g1 = 09 = Oq = = .
! 10) 7?2 i o0 )77 0 —1 0 1

Ein weiteres Beispiel ist Hy = —o-p fiir v = 3, u = 2. Bei diesem Weyl-Operator
ist m = 0 und [ nicht definiert.

Wegen |Hy| = E sind P. = 1/2(1 &+ Hy/E) die orthogonalen Projektoren auf
den positiven/negativen spektralen Teilraum Hy zu Hy. Fiir weitere Eigenschaf-
ten der Dirac-Gleichung und weitergehende Begriindungen verweisen wir auf
[5, 6, 26, 35]. Wir fassen die grundlegenden Definitionen zusammen in

Definition 3.4 (Dirac-Theorie)
Seim >0, E = /p? +m? und H = L*(R”, C*). Die selbstadjungierten Matrizen
aq ...y € CPH erfiillen die Vertauschungsrelationen

{ag, ap} =0 fiiri # k, af = > =1, {a;, B} =0. (3.4)

Der Dirac-Operator Hy = arp+ m = aqp1+ ...+ a,p, + Bm ist selbstadjungiert
mit Definitionsbereich H (R, C*). Er erfillt H? = E?, und Py = 1/2 (1+H,/E)
sind die orthogonalen Projektoren auf Hy = H(Hy = £F).

Das folgende Lemma gibt einen einfachen asymptotischen Ausdruck fiir die freie
Zeitentwicklung im Grenziibergang v — 00:

Lemma 3.5 (Freie Zeitentwicklung der Dirac-Gleichung) Fs gilt

1) e—zHot — e—zE’tP+ + ezEtP_
2) s — lim (efivxefiHoteivx . efiozw(Uerp)t) -0 .
v—00

Beweis: 1) P, sind die Projektoren auf H(Hy = £F).
2) Es gilt

» » ) . 5 s~ ) o, ~
e~ VXg zHotezvx —e iy/ (p+v)2+m tP+ + ez\/(p—l-v) +m tP_

mit Py = 1/2 (1:|: a‘(P—FV)—i—ﬁm)

Jio v+
punktweise beziiglich p und stark in £(H) nach Lemma 2.2. Ferner gilt fiir festes
p € R” die Asymptotik \/(p +v)2+m? =v+wp+ O(1/v) und damit

— 1/2(1+aw) (v o)

s — lim eqti( v (p+v)2+m2—v) "= TPt Mit Lemma 2.3 folgt

V—00

s — lim ejFi( (p+v)2+m2—U) P = e TPl /2 (1 j:a-w) , also
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s— lim (e‘ivxe_iH"teivx - (e_i(w“wp)tl/? (1+aw)+ e VTPt /9 (1 — a-w))> =0.

vV—00

Nun sind 1/2 (1 + a-w) die Projektoren auf H(o-w = %1), denn aus den Vertau-
schungsrelationen (3.4) folgt (a-w)?*=1.m

Sei i) € C°. Dann ist (e‘iHoteivxl/Q (1+ a-w)@)(x) fiir grofie v und [¢| bei
x = twt konzentriert. Daher ist die Wellenfunktion fiir kleine |x| klein, was im
folgenden Satz prizisiert wird. Um fiir groBe v mit e™*W¥ einen Zustand positiver
Energie zu erhalten, miifite man von einem Zustand ¥ mit a-w¥ = ¥ aus-
gehen, dieser hitte ,,gemischte” Energie. Im néchsten Abschnitt betrachten wir
den Newton-Wigner-Ortsoperator Xy, der im Unterschied zu x die spektralen
Teilrdume H. invariant 1a8t. Ist zﬂ € C§° ein Zustand positiver Energie, so bleibt
e~ tHot VX ein solcher, und fiir grofe v und [t| ist er bei x = wt konzentriert.
Dies entspricht der freien Zeitentwicklung des skalaren relativistischen Hamilton-
operators. Mit Xy, wird es moglich, den Hochenergielimes von e~ "VXNw G g?vXnw
zu untersuchen, wobei S; die Einschrankung von S auf H. ist.

Satz 3.6 (Abschitzung der freien Zeitentwicklung zum Dirac-Operator)
Sei Hy = a-p+Bm mitm >0, ¥ € H mity € C°, v=row mitw e S L.
Dann gibt es zu |l € N Konstanten ¢, vg > 0 so, dafs

far x| < |t]/2, v> vy . (3.5)

(e ) )] < g

Beweis: Es gilt

(e’iHotei"x\IJ) (x) ’ =

(e’i"xe’iHOt(Jﬁ +P.) ei"x\Il) (x)’
< ’(e—ivxe—iHotP+ eivx\lj) (x)’ + ’(e—ivxe—iHotP_ eivxqj)(x)'

und  (e7Xe Py ) (x) = (27) 72 / dp e"1*® g, (p)

a(p+v)+Pm,
\/(p+V)2+m2) P

Der Parameter a = (x/t, w, v) ist in A = By/5(0) x S”~! X [vg, oc), ferner setzen

~

wir G = Bg(0) D supp(¢). f, wurde bereits im Beweis von Satz 3.3 untersucht,

mit  f,(p) = px/t—\/(p+ V)2 +m? und g,(p) =1/2(1+

und g, ist mit ihren Ableitungen beschrankt auf A x G, da sie fiir v — oo stetig
ergidnzbar sind. Mit Satz 3.1 folgt die Behauptung fiir den Anteil positiver Ener-
gie, der zweite wird analog behandelt. m

Wir werden diesen Satz zum Beweis einer Abschétzung fiir V e~ #ote?V* ¥ verwen-
den (Satz 4.13). Dabei wird ¥ durch /p? + 1 ¥ ersetzt, das dieselben Vorausset-
zungen erfiillt. Hierbei teilen wir den Raum nach |x| < bzw. > |t|/2 auf. Dies ist
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tibersichtlicher als die alternative Aufteilung |x 4+ wt| < bzw. > |t|/2, doch diese
ist bei der Untersuchung kompakter Magnetfelder sinnvoll. Hierzu zeigen wir

Satz 3.7 (Alternative Abschitzung der freien Zeitentwicklung) Sei
Ve H mit € C5°. Dann gibt es zu l € N Konstanten ¢ > 0 und vy > 0 so, daff

fir|lx Fwt| > t|/2, v>v9 .  (3.6)

—iHotP ivx\IJ ‘< C
(e e ) ()| < 1+ [x F wi])!

Beweis: Fiir ,,+“. Setze X = wt + wr mit w € SY~ 1. Es gilt

(efivxefiHotPJr eivxqj) (x) = (2m)°% /dp ¢fe®)g (p)  mit

a-(p+v)+pm)\

P+ ) >¢(p) :
\/(p +v)2 4+ m?

Der Parameter a = (t/r, @, w, v) ist in A = [=2, 2] x S¥7! x S~ x [vg, 00),
ferner setzen wir wieder G = Bg(0) D supp(¢)). Die Beschriinktheit von |95 fo(p)]

fiir [3] > 1 und |93g.(p)| fiir || > 0 ergibt sich wie bei den Sétzen 3.3 und 3.6.
Zur Abschitzung von |V f,| nach unten betrachten wir

fa(p) = pw+; (pw—\/(p +v)2+ m2> und go(p) = 1/2 (1+

p+v )‘21_2‘ B p+tvVv
V(P + V)2 +m? V(P + V)2 +m?

a4

Mit lim, o, % = w folgt |V f.(p)| > ¢ > 0 fir |[p|] < R und v > vy mit
p+v)2+m

vo > R hinreichend grof}. Mit Satz 3.1 folgt

(e’iHOtPJreivx‘I/)(wt +wr)| < % firr > |t|/2, v> vy . W

(1+7r)
3.5 Die Foldy-Wouthuysen-Darstellung

Wir verwenden bislang zwei Darstellungen des abstrakten Hilbertraumes H:
L*(R”,C*,dx) und L*(R”,CF, dp), karz L} und L2. Dabei operiert die Fou-
riertransformation F : L2 — L% als kanonischer Isomorphismus, d.h. ¢ € L2
wird mit Fip € L7 identifiziert und A : L3 — L mit F'AF : L2 — L2,
Nun kommen fiir m > 0 zwei weitere Darstellungen hinzu. Der Vorteil die-
ser Foldy-Wouthuysen-Darstellungen ist, daf§ hierbei die spektralen Teilrdume
H. = H(Hy = £F) einfach durch die oberen/unteren Komponenten der Spino-
ren gegeben sind (Lemma 3.9). Zur besseren Unterscheidung fiithren wir die neuen
Variablen q und y ein, sowie die konkreten Hilbertraume L2, L2. Mit der Matrix

Ulp) = 5221 + By2) sei Vrw(q) = U(q)(q) die FW-Impulsdarstellung
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und Yy (y) = (F pw)(y) die FW-Ortsdarstellung. (Dabei ist F : L2 — L
von F : L2 — L2 zu unterscheiden.) Der Newton-Wigner-Ortsoperator Xy, ist
dadurch definiert, dal er in der FW-Ortsdarstellung der Multiplikationsoperator
mit der Koordinate y ist. Er 18t daher Hy invariant. Es gilt U*(p) = U(—p)
und mit {@, 8} = 0 und (a-p)? = p? folgt

i} E+m a-p ,a-p E+m p’
Up)U(p) = T(1_5E+mﬁE+m) = 3F (1+(E+m)2)
(E4m)*+ (E>—m?) |
2E(FE + m) -

und damit auch U*(p)U(p) = 1 (da dim (C*) < o). Wir fassen dies zusammen
in der folgenden

Definition 3.8 (Foldy-Wouthuysen-Darstellung) Seim > 0. Wir setzen

0te) = S35 (0 )

U(-) ist ein unitirer matrizwertiger Multiplikationsoperator in L*(R”,C*). Wir
fassen ihn als Abbildung: Lf) — Lzl auf und definieren damit die Foldy-
Wouthuysen-Darstellung:

bew(@) = U(@id(a) () = (dew) (¥) -

Der Newton- Wigner-Ortsoperator Xyw wirkt in der FW-Ortsdarstellung als Mul-
tiplikationsoperator:

(XNW‘I/) FW(Y) = yYUrw(y)

Im Fall m = 0 gilt: Falls eine Matrix 3 derart existiert, dafl die Vertauschungs-
relationen erfiillt sind, so kann man U(p) = 1/v/2 (1 + B9a7) setzen. Falls jedoch
kein [ existiert, wie bei der Weyl-Gleichung, so mufl man auf andere Weise ein
U(p) bestimmen, das H, diagonalisiert.

Wir bezeichnen die konkreten Variablen mit x, p, q, y. Abstrakte Ope-
ratoren sind beispielsweise Hy, S, x, p, Xyw. Dabei betrachten wir «, ( als
feste Matrizen und nicht als abstrakte Operatoren. Der Operator beispielsweise,
der in der Standard-Darstellung S ist, ist in der FW-Darstellung ﬁ’”‘%, und
sign(Hy) = Ho/|Hp| ist in der FW-Darstellung gegeben durch £.

Wir fassen die verschiedenen Darstellungen in der folgenden Tabelle zusammen:
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Standard-Ort | Standard-Impuls FW-Impuls FW-Ort
Zustand ¥ P(x) &(P) lZFw(Q) = Vrw (y)
U(a)d(q)
Ortsoperator X- 1Vp U(q)iVqU*(q) = —
(Standard) x iVq+£(q)
Ortsoperator — U*(p)iVpeU(p) = iVq y
(NW) xyw iVp +g(p)
Impuls p —1Vx p: qa —1Vy
vy | evey(x) b(p—v) Ua)i(q—v) —
eIvENW — U(Prw(P =) | drw(@=v) | ¥m(y)
ey | h(x— V) e"VP1)(p) eV (q) | Yew(y = V)
Hy || —ia-Vy + Bm a-p+ fm VaZ+m? 3 \/mﬁ

Lemma 3.9 (Diagonalisierung von H,) Als Identitit von Matrizen gilt

Daher ist in der FW-Impulsdarstellung Hy =

U(p) (a-p+ Bm) U™'(

Beweis: Wir betrachten die Umformung

= /b2 +m2p .

\/mﬁ.

U(p) = E;;Em(l +ﬁa§ifzm_ETm) = 2(EE—|—m)< 14 g p+ﬁm) .
Mit den Vertauschungsrelationen (3.4) und (a-p + 3m)? = E? folgt
U(p) (o p+6m) U*(p)
= sy (T e am) (1 P
- *<a pwmw)( + SRLE)
= (a p+ fm + B2E + B(a-p + m)B)
— (ap+ﬁm+ﬁ2E—ap+ﬁm) — BE. m

Im Fall § = (

1 0
0 -1

) sind somit die Teilrdume Hi durch die obe-

ren/unteren Komponenten von @Fw(q), Ve (y) gegeben, und die S-Matrix hat
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die Blockstruktur Sp,, = (%r ; >, denn wegen [S, Hy] = 0 14t S die

Teilrdume Hy invariant. S, beschreibt die Streuung von Elektronen positi-
ver Energie und S_ nach Ladungskonjugation die von Positronen. Aufler der
Blockstruktur von 3 wird nirgendwo eine spezielle Form der Dirac-Matrizen vor-
ausgesetzt, alle Umformungen erfolgen mittels der Vertauschungsrelationen.

Der Newton-Wigner-Ortsoperator Xy 1d8t, im Unterschied zu x, H4 in-
variant. Der zugehorige Geschwindigkeitsoperator Qyyw = i[Hy, Xyw] = p Hy !
entspricht der physikalischen Erwartung. Der zu x gehorige Geschwindigkeits-
operator ist in der Standarddarstellung gegeben durch Q = «, er hat nur die
Eigenwerte 1. Er kommutiert nicht mit Hy und ist daher keine Konstante der
Bewegung, die Geschwindigkeit oszilliert um den Mittelwert p Hy'. Diese ,, Zit-
terbewegung* tritt bei Qv nicht auf. Andererseits breitet sich ein beziiglich x
lokalisierter Zustand mit Uberlichtgeschwindigkeit aus. Beide Phéanomene lassen
sich dahingehend interpretieren, dafl eine strikte Lokalisierung in einer relativi-
stischen Einteilchentheorie nicht moglich ist. Fiir eine weitergehende Diskussion
der verschiedenen Ortsoperatoren verweisen wir auf [35].

In der Standard-Impulsdarstellung ist x = iV, und xyy = U*(p)iV,U(p),
also in gewissem Sinne ,xy, = U*(p)xU(p)“. Wie ist dies zu interpretieren?
—Wir betrachten U als Abbildungsvorschrift: R¥ — CH*# und definieren einen
abstrakten Operator U dadurch, daf in der p-Darstellung & = U(p) gilt. Da-
mit ist nun xy, = U*xU. Man kénnte diese Gleichung zur Definition von Xy,
verwenden, doch es ist wichtig, den folgenden Unterschied zu beachten: In der
Gleichung - (q) = U(q)¥(q) sind ¥y, und ¢ verschiedene Darstellungen des-
selben abstrakten Zustands ¥ € H, und dementsprechend ist U(q) lediglich eine
ungewohnliche Schreibweise fiir die Identitédt in H. Der Operator U ist jedoch
nicht die Identitdat. Unsere Definition von X,y 148t sich schreiben als

(Xxw)x—Darst. = F U (@) FyF ' U(q) F . (3.7)
Dies ist zwar dquivalent zu
(XNW)X—DCLTSt. = U*<ZVX)XU(ZVX) ) (38)

doch die Gleichungen sind unterschiedlich zu interpretierten: In (3.7) sind
(Xnw )x—Darst. und 'y zwei verschiedene Darstellungen desselben Operators,
withrend in (3.8) die unitéire Aquivalenz zweier verschiedener Operatoren vor-
liegt. Wir fassen zusammen:

Lemma 3.10 (Aquivalenz von Xy und x) Der unitire Operator
U :H — H seiin der Standard-Impulsdarstellung gegeben durch
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A A ) m a
(UW)"(p) = U(p)d(p) mit U(-) : RY — C™0, pis JEE(1 4 B2 ).
Dann gilt xyyw =U*XU.

Zu beachten ist auch folgender Unterschied: ¢ ist in der p-Darstellung ge-
geben durch U(p) und in der g-Darstellung durch U(q). e ™*U e™* ist in
der p-Darstellung gegeben durch U(p + v), aber in der g-Darstellung durch
U(q) U(q+ v) U*(q) und nicht durch U(q + v).



Kapitel 4

Streuung am kurzreichweitigen
Potential

Kurzreichweitige Potentiale im engeren Sinne sind dadurch gekennzeichnet, dafl
sie integrierbar abfallen, d.h. f[fodRHV F(]x] > R)H < oo . In der allgemeinen
Definition kurzreichweitiger Potentiale wird noch eine freie Resolvente zur Re-
gularisierung eingeschoben, dadurch sind lokale Singularitdten zuléssig (Def. 4.2,
4.6, 4.10). Fiir kurzreichweitige Potentiale ist die Existenz und Vollstandigkeit der
Wellenoperatoren gewéihrleistet. Wir untersuchen sie in Abschnitt 1 allgemein, in
den Abschnitten 24 fiir [p|¥, v/p? + m? und a-p+ Bm. Die wichtigste technische
Aussage ist eine Abschitzung der Form (im relativistischen Fall)

|Ve Hole™*y|| < h(t) fiir t € R, gleichméBig in v > vy,

mit A € L'. Damit 148t sich in den folgenden Kapiteln der Satz iiber majorisierte
Konvergenz anwenden, um den lim,,_,, unter das Integral zu ziehen. Eine gewisse
Redundanz ist in den Abschnitten 2—4 nicht zu vermeiden; es wére uniibersicht-
lich, die analogen Aussagen weiter zusammenzufassen. Die Struktur der Poten-
tialmatrix und die Eichinvarianz der S-Matrix bei der Dirac-Gleichung werden
in Abschnitt 5 untersucht.

4.1 Existenz und Vollstindigkeit der Wellen-
operatoren

Mit der Methode von V. Enf ergibt sich die Existenz und Vollstandigkeit der
Wellenoperatoren bei der Schrodinger-Gleichung [10, 30]. In [33] verallgemeinert
B. Simon dies fiir Pseudo-Differentialoperatoren Hy = E(p). Der folgende Satz ist

37



38 4. Kurzreichweitige Potentiale

ein Spezialfall seines Theorems 2.1 unter Beriicksichtigung der darauffolgenden
Bemerkungen.

Satz 4.1 (Vollstindigkeit der Wellenoperatoren) Voraussetzungen:
1. Sei E: R¥ — R stetig, und fir p # 0 sei E in C* mit VE(p) # 0.
2. Es gelte E(p) — oo fiir |p| — oo.

3.V sei symmetrisch, und fiir ein v > 0 gelte D(|p|*?) € D(V) und
HV (p?+1) _VH < 00 sowie die Abfallbedingung

|V (0*+1) 7F(jx| > R)|| € L' ([0,00),dR) .

4. H sei eine selbstadjungierte Fortsetzung von (Ho 4+ V)| p(a)np((p|27)-

5. Zu a, b € R gebe es Q : R — R stetig mit limp|_.oc Q(P) = 00 so, dafs
Q(P) Py (H) beschrinkt ist.

Dann gilt:

a) Qp = s — limy_ 4o etHle 0l existieren.

b) o5 (H) = ().
¢) Ran Q. = Ran Q_ = H*(H).

d) Das Punktspektrum von H kann sich hochstens bei E(0) hdufen, und jeder
FEigenwert # E(0) hat endliche Vielfachheit.

Simon 148t mehr singuldre und kritische Werte zu, dies ist fiir unsere Anwendung
nicht erforderlich.

Er setzt v € N voraus, bemerkt aber daf dies fiir die Giiltigkeit des Satzes
nicht erforderlich ist. Er braucht es fiir den Beweis eines Spezialfalles von unserem
Lemma 4.3.

Der Beweis von a) soll kurz skizziert werden, fiir die ibrigen Punkte verweisen
wir auf [33]. Fiir ¢ € C(R” \ {0}) ergibt sich wie im Beweis der Siitze 4.5 und
4.9:

Ve o'y || € LY(R, dt)

Damit existieren die Bochner-Integrale

+oo . )
QW =1+ / dt 1 ooty
0
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Mit einem Dichtheitsargument folgt nun die Existenz der Wellenoperatoren. Dies
ist die bekannte Methode von Cook [30, Theorem XI.4].

Wir werden Satz 4.1 zum Beweis der Vollstandigkeit fir Hy = |p|* und
Hy = /p? + m? verwenden (Satz 4.4, 4.8). Dabei ist in der Definition der kurz-
reichweitigen Potentiale v = «/2 gewihlt, daher verhilt sich E(p) fiir groBe |p|
wie |p|?7. V ist Kato-beschriinkt mit relativer Schranke a < 1 beziiglich Hy, so
daB die Voraussetzungen 4. und 5. (mit @ = Hy + 1) erfiillt sind.

4.2 Kurzreichweitige Potentiale fiir den verall-
gemeinerten Schrédinger-Operator

In diesem Abschnitt ist H = L*(R”) und Hy = |p|* mit a > 1.

Definition 4.2 (Kurzreichweitige Potentiale) Fin symmetrischer Multipli-
kationsoperator V' heifit kurzreichweitiges Potential, wenn er beziiglich Hy Kato-
beschrdinkt mit relativer Schranke a < 1 ist und die folgende Abfallbedingung
erfillt:

|V (*+1)"*2F(]x| > R)| € L' ([0,00), dR) (4.1)

Fiir a = 2 ist dies die Standarddefinition. Der Ausdruck (p? + 1) ~*/2 entspricht
der Resolvente (|p|* + 1) ~* fiir grofie |p|. Diese li8t sich hier nicht sinnvoll ein-
setzen, da sie bei p = 0 i.a. nicht C* ist. Die Abfallbedingung wird mit dem
folgenden Lemma in eine anschaulichere Form {iberfiihrt:

Lemma 4.3 Der Multiplikationsoperator V' sei Kato-beschrdnkt beziiglich Hy.
Dann gilt:

|V (*+1)*F(]x| > R)| € L' ([0,00), dR)
= |[F(x| > R)V (p* +1) 2| € L' ([0,0),dR)

Beweis: Wir geben den vollstéindigen Beweis der analogen Aussage beim
skalaren relativistischen Hamiltonoperator (Lemma 4.7) und wollen hier nur
die erforderlichen Modifikationen skizzieren: Der Operator H; ist jetzt durch
H, = (p? + 1)*/2 gegeben. Damit bleiben fast alle Beweisschritte dieselben, le-
diglich der Beweis der Abschéitzung ist aufwendiger. Dazu setzen wir wieder
jr(x) = j(x/R) und betrachten den Operator [H, jr(x)]H;*. Er ist in der Im-
pulsdarstellung ein Integraloperator mit dem Kern

(7)™ jr(p — @) (P + D = (a® + 1)**) (a* + 1)/ .
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Dieser 148t sich mit Taylor schliefilich abschétzen durch

¢|inp—a)|(lp —al + |p —a|*) , und damit folgt

<4
= R
Bei der Schrodinger-Gleichung im R? gilt die bekannte Abschitzung

|[Hy, (x/ R)HT| < || (pl + [PI*)jr(P)

[Wlleo < c([[HoWl[2 + [[W]l2) fiir ¥ € D(Ho) -

Mit dieser Abschéitzung und Lemma 4.3 zeigt man, dafl folgende Bedingung hin-
reichend dafiir ist, daf ein Potential V' kurzreichweitig ist:

VelL’+L® mit [x(|x|>R)V| 2= € L' ([0,00),dR)
Dabei ist die Norm definiert durch

1flloszoe := inf L[ filly + [ folloo] £ = f1 + fo} - (4.2)

(Man rechnet leicht nach, daf§ dies tatséchlich eine Norm ist und der Raum dies-
beziiglich vollstandig ist.) Dieses Kriterium 148t sich auf o # 2 verallgemeinern.
Dabei ergibt sich p > v/a fiir v/ao > 2 und p = 2 fiir v/a < 2.

Satz 4.4 (Unitaritdt der S-Matrix) Sei Hy = |p|®, V ein kurzreichweitiges
Potential gemdfS Definition 4.2 und H = Hy + V. Dann ezxistieren die Wellen-
operatoren Q. und sind vollstindig, und S ist unitdr.

Dies ist eine Anwendung von Satz 4.1 mit v = «/2. —Schliellich erhalten wir die
folgende wichtige Abschéitzung:

Satz 4.5 (Integrierbare Majorante) Sei V' ein kurzreichweitiges Potential
gemdpf Definition 4.2. Zu VU mit i € C§° gibt es ein vy > 0 und eine integrierbare
Funktion h € L*(R) so, daf

Ho

Ve "aeTTeU|| < h(r) fir T € R, gleichmdfig inv > vy. (4.3)

Beweis: Nach Satz 3.2, angewandt auf (p? 4 1)*/2 ¥, gibt es ein ¢ > 0 und ein
vg > 0 so, daf3

—i%T VX (2 a/2 ¢ s
(e a7V (p* + 1) \I/)(x) < W fir |x| < |7]/2, v > vo. (4.4)
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Nun betrachten wir die folgende Zerlegung:

. . Hp .
—IVX —1——— T 1VX
e V@ ava—1"¢ \I’ ’

ptv|®

= v+ et e

[p+v|*

= v + P (xl = iri2) + F(ixl < 171/2) b ST 02 4 10 0

IN

VR ) () > 171/2) || 0+ 02 v

+ |[V(p? +1)7o/2

. H .
. HF(‘X| < |T’/2)€717avao,lfezvx<p2 + 1)01/2\IIH )

Der erste Term hingt nicht von v ab und ist nach (4.1) in L'. Der zweite Term

1Bt sich mit (4.4) abschétzen durch ¢\/w, /v (t/2)"/(1+|7)) T < "/(1+]|7])?. m

4.3 Kurzreichweitige Potentiale fiir den skala-
ren relativistischen Hamiltonoperator

In diesem Abschnitt ist H = L*(R”) und Hy = /p? + m? mit m > 0.

Definition 4.6 (Kurzreichweitige Potentiale) Fin symmetrischer Multipli-
kationsoperator V' heifit kurzreichweitiges Potential, wenn er beziiglich Hy Kato-
beschrankt mit relativer Schranke a < 1 ist und die folgende Abfallbedingung
erfillt:

[vpr+1 F(xl = B € L' (10, ), dR) (45)

Mit dem folgenden Lemma erhélt diese Abfallbedingung eine anschaulichere, d.h.
leichter nachzupriifende Form:

Lemma 4.7 Der Multiplikationsoperator V' sei Kato-beschrdnkt beziiglich Hy.
Dann gilt:

|V /p*+ 1 F(x| > R)| € L' ([0,00),dR)
= |F(x|>R)V/p*+ 1_1H e L' ([0,00),dR) .

—\j<x>
. 1 s |X|§3/4 T T >
“X):{o K1 34 1 K

Es geniigt, die Aussage fiir geglittetes F'(-) zu zeigen. Dazu definieren wir

Beweis: Wéhle j € C5°(RY)
mit j(x) € [0,1] und 1
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den Operator H; = y/p? + 1 und

m(R) = |VH (1-jx/R)|
ho(R) = |V (1—j(x/R)) H |

und beweisen h; € L' < hy € L' mit der folgenden Abschitzung

h1(R) — ha(R)| < hl(R/Q)% + % fir R > Ry . (4.6)
Gilt nun h; € L', so folgt
C1 Co
ho(R) < hy(R) + hl(R/Q)E + B2
und damit hy € L. Gilt andererseits hy € L', so folgt

C C C
m(R) < ha(R) +hi(R/2) 5 + 55 < 5

wegen ha(R) < ¢3/R (vgl. Lemma 2.12) und hy(R/2) < ¢4. Also gilt

20105 Co
_|_ J—

h(R) < ha(R) + —5= + 25

und damit hy € L'. —Zum Beweis von (4.6) betrachten wir

[h1(R) = ha(R)| < [V [H; ' (1= j(x/R))

IV H (1= j(2x/R) + j(2x/R))[(1 — j(x/R)), Hi | Hy |
< |V H(L—j@x/R))||- | [H, j(x/R)H; |

:hl (R/2) Scl/R

+ [V H i 2x/R)H (1 = j(x/R))|1

§62/R2 fuI" R>Ro

Die Abschitzung |2| ergibt sich mit t j(2x/R) 1—j(x/R)
[11, Corollary 2.4] folgendermaflen: 1 j e
Der Abstand der Trager ist R/4. Es : ‘ g .
gibt ¢, und Ry so, daB fir R > R, R/2 %R R x|

/

17(2x/R)H1 (1 = j(x/R))|| < [|[F([x| < R/2)H F(|x| = 3/4 R)|| < % :

Zum Beweis von |1] setze jr(x) = j(x/R). Der Operator [Hy, jr(x)] ist in der
Impulsdarstellung ein Integraloperator mit dem Kern

(2m) ™ r(p — Q)(\/p2 +1— \/q2 + 1) :
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Dieser 1afit sich mit dem Mittelwertsatz abschatzen durch

c ’jR(p — q)’ lp — q| . Damit folgt
. A 1

[ i/ R < e Iplir)], = 5 -
Wenn H; ein Differentialoperator ist, wie bei der Schrédinger- und Dirac-
Gleichung, dann ist der Beweis von | 1 |einfacher, und der Term in| 2 | verschwindet.
Fiir diesen Fall findet sich ein Beweis des Lemmas in [33, Remark 4] und eine
Skizze in [30, p. 403, Problem 151].

Die kurzreichweitigen Potentiale zu /p? + m? sind Spezialfille der matrix-
wertigen kurzreichweitigen Potentiale des Dirac-Operators. Vergleiche daher die
Bemerkungen nach Lemma 4.11 zum Yukawa-Potential.

Satz 4.8 (Unitaritit der S-Matrix) Sei Hy = /p?+ m?, V ein kurzreich-
weitiges Potential gemdf$ Definition 4.6 und H = Hy + V. Dann existieren die

Wellenoperatoren Q1 und sind vollstindig, und S ist unitdr.

Die Vollsténdigkeit folgt wieder mit Satz 4.1 fiir v = 1/2. Der Beweis der fol-
genden Aussage erfolgt im Wesentlichen genauso wie bei Hy = |p|* (Satz 4.5).

Satz 4.9 (Integrierbare Majorante) Sei V' ein kurzreichweitiges Potential
gemdf Definition 4.6. Zu VW mit b € Cg° gibt es ein vy > 0 und eine integrierbare
Funktion h € L'(R) so, dafs

|Ve Hote™ || < h(t) firt € R, gleichmifig inv > vg. (4.7)

Beweis: Nach Satz 3.3, angewandt auf /p? + 1V, gibt es ein ¢ > 0 und ein
vy > 0 so, daf3

(7t o2 1) (0] < s i < /2, 0o (19

()

Diese Abschétzung bringt zum Ausdruck, dafl das Wellenpaket fiir kleine |x]|
klein ist. Es ist bei x = wt konzentriert, und dort ist das Potential klein. Diese

geometrische Betrachtung motiviert die folgende Zerlegung;:

e—zvxve—zHotezvx /] H

- v p2+1_1{F(|x|2|t|/2)+F<|x|§|t|/2)}e—it\/(p+v)2+m2\/p2+1\1,H

v+l F(x| = \t!/Q)H . H\/pQ n wH
+ v p2+11H-HF(|X|g|t|/2)e—iHoterX\/;T+1qu

IN
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Der erste Term héngt nicht von v ab und ist nach (4.5) in L'. Der zweite Term
v+3 < C”/(l—l—|7’|)%. -

148t sich mit (4.8) abschétzen durch ¢\/w, /v (t/2)V/(1+]|7|) 2

4.4 Kurzreichweitige Potentiale fiir den Dirac-
Operator

In diesem Abschnitt ist H = L*(R”,C*) und Hy = a-p + 3m mit m > 0.

Definition 4.10 (Kurzreichweitige Potentiale) Ein symmetrischer, matriz-
wertiger Multiplikationsoperator V' heifit kurzreichweitiges Potential, wenn er
beziiglich Hy Kato-beschrinkt mit relativer Schranke a < 1 ist und die folgen-
de Abfallbedingung erfillt:

|V (Ho+ i)' F(lx| > R)| € L'([0,00), dR) (4.9)

Das folgende Lemma zeigt einerseits, dal man in der Abfallbedingung die Resol-
vente nach auflen ziehen kann, wodurch die Bedingung einfacher zu handhaben
ist, und stellt zum anderen einen Bezug zum skalaren relativistischen Hamilton-

operator her.

Lemma 4.11 Der matrizwertige Multiplikationsoperator V  ser  Kato-klein
beziiglich Hy. Dann sind dquivalent:

|V (#Hy+ )7 F(jx| > R)| € L'([0,00), dR)

(0 00
|F(x| > R)V (Ho +14) | € L'([0,00),dR
(0 00

)
vt (|x|>RHeL1 ), dR)
|F(x| > R)V/p2+1 HeLl(oOo,dR)

Beweis: & und & ergeben sich wie bei Lemma 4.7. Zum Beweis
von 2] < [4] beachte, daB (Ho+i)y/pZ+1 ' und seine Inverse beschréinkt sind. m

Hiermit ergibt sich &hnlich wie bei der Schrodinger-Gleichung (vgl. die Be-
merkungen nach Lemma 4.3): Sei v > 2 und p > v. Sei V € LP + L* mit
IVx (x| > R)||1rsr= € Ll([O, 00), dR). Dann istV kurzreichweitig.

Insbesondere darf V' fiir v > 2 lokale Singularitéiten der Form ¢/|x — xo|' ¢
haben. Fiir v > 3 ist auch ¢/|x — x| mit |¢| < (v — 2)/2 zugelassen. Dies folgt
aus der Hardy-Ungleichung [22, Lemma 1]

v < ve| (veH\(R,C)).

EXE.
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Fiir v = 3 ist also das Yukawa-Potential V' (x) = ce™" /r kurzreichweitig, falls
|| < 1/2 gilt. Nach [8] ist die relative Schranke von 1/r und H, gegeben durch
a = 2. Daher ist das Yukawa-Potential fiir |¢| > 1/2 nicht zugelassen.

Wenn man in der Definition der kurzreichweitigen Potentiale a = 0 fordert,
dann bilden diese einen Vektorraum, doch das Yukawa-Potential ist dann nicht
kurzreichweitig.

Satz 4.12 (Unitaritidt der S-Matrix) Sei Hy = a-p + fm, V ein kurzreich-
weitiges matrizwertiges Potential gemdf Definition 4.10 und H = Hy+ V. Dann
existieren die Wellenoperatoren Q1 und sind vollstindig, und S ist unitdr.

Fiir v = 3 ist dies Theorem 8.20 in [35], ein allgemeiner Beweis durch Verallge-
meinerung von Satz 4.1 wird in [33] angedeutet.

Satz 4.13 (Integrierbare Majorante) Sei V ein matrizwertiges kurzreich-
weitiges Potential gemdfS Definition 4.10. Zu ¥ mit v € C°(RY,CH) gibt es
ein vy > 0 und eine Funktion h € L'(R) so, daf

Ve Hote™ || < h(t) fiirt € R, gleichmdfig inv > v. (4.10)

Der Beweis ist derselbe wie bei Hy = v/p? + 1 (Satz 4.9), mit der Abschétzung der
freien Zeitentwicklung aus Satz 3.6. Dabei wird geméfl der Aussage |3 |aus Lemma
4.11 der Term mil eingeschoben, da v/p? + 1 mit exp{—it(a:(p+v)+5m)}
kommutiert. 148t sich nicht direkt verwenden, da a-p + fm + ¢ nicht damit
kommutiert.

Satz 4.13 bleibt giiltig, wenn man e?V* durch e?Y*¥W ersetzt, doch das wird in
dieser Arbeit nicht bendtigt, da wir die Untersuchung von e "VXNw G, eVXNW auf
die von e~ ™*Se™* zuriickfiihren.

Wir unterteilen den Raum bislang nach |x| < bzw. > |t|/2. Dadurch sind die
Formeln etwas kiirzer als bei der alternativen Zerlegung nach |x F wt| < bzw.
> |t|/2, doch bei der Untersuchung kompakter Magnetfelder wird sich letztere
als sinnvoll erweisen.

4.5 Die Dirac-Gleichung mit Magnetfeld

In [35, Kapitel 4] wird untersucht, welche speziellen Formen der Potential-Matrix
ein interessantes Verhalten bei Lorentz-Transformationen zeigen. Wir betrachten
hauptséchlich elektromagnetische Felder E = — grad Ay, B = rot A. Das elektri-
sche Potential tritt in der Dirac-Gleichung als skalares Potential eAy auf, dabei
bezeichnet e die Ladung des Elektrons. Das Vektorpotential wird iiblicherweise
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iiber die ,,Minimalsubstitution“ p — p — eA in die freie Gleichung eingefiihrt.
Dies ergibt zum einen in der klassischen Mechanik die gewiinschten Bewegungs-
gleichungen, zum anderen liefern die Eichtheorien folgende Begriindung: Die Pha-
se der Wellenfunktion soll keine physikalische Bedeutung haben. Wenn nun p und
A in der Evolutionsgleichung nur in der Kombination p — eA auftreten, dann
ist die Gleichung unter der kombinierten Substitution ¥ = ¥, A = A + V)
invariant.

Wir schreiben zur Abkiirzung A; statt eA; und erhalten den Dirac-Operator
H = a(p—A)+pm+ Ay = Hy+V mit der Potentialmatrix V' = Ay —a-A. Sie ist
kurzreichweitig, falls Ay und A die entsprechenden Abfallbedingungen erfiillen,
und dann ist S unitdr nach Satz 4.12. Die Dirac-Gleichung iU = HU ist mit
diesem V' Lorentz-invariant. (V = Ag—a-A gilt nur in der Standard-Darstellung,
in der FW-Darstellung ist o durch U(q)aU*(q) zu ersetzen.)

In einem idealisierten Interferenzexperiment wére die relative Phase der Streu-
amplitude mefibar, daher ist zu erwarten, dafl S von der Eichung des Vektorpo-
tentials unabhéngig ist, und dies zeigt das folgende

Lemma 4.14 (Eichinvarianz von S)
Seien Ay kurzrezchwemg und A, A € C°(R”, R¥) mit mtegmerbarem Abfall und
rot A =rot A in S’. Dann gilt mit V= Ay — a-A und V=A,—a-A:

S(Hy, Hy+V) = S(Hy, Hy+V)

Beweis: Sei H = Hy+ V und H = Hy + V. Nach Lemma 2.12 existiert ein
A€ CYRY, R) mit A = A+ VA und limjy o A(X) = 0. Damit ist H = e H e~
denn es gilt e*pe~™ = p — V. Wegen

lim (e‘ik(x) - 1) =0 ist (e_M( 1>(H0 +4)~!  kompakt.

|x|—00
Nach [30, XI.3, Lemma 2] gilt fir ¥ € D(H))

lim (e_M(x) - 1)e_iH°t\IJ = lim (e‘i)‘( 1)(H0 +4) " te O (Hy + i) =0 .

t—+o00 t—too

Fiir Q. = Q4 (Hy, H) und Qs = Q. (Hy, H) ergibt sich

(Q:t _ 61)\Q:|:>\I/ — thgl (ez)\ethe—Me—zHgt _ ez)\ethe—zHot)qj
—o0
_ thftn ei)\e’LHt (6—2>\ - 1) e_ZHot\IJ = 0.
—Zo0

Nun ist D(Hy) dicht in H, daher gilt Q. = ey und S = Qi Q. =S.m

Im Fall v = 2, B € C3(R? R) ist A nicht kurzreichweitig, falls [ B # 0 gilt.
Wir erhalten jedoch die folgende Abschitzung analog zu Satz 4.13:
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Satz 4.15 (Integrierbare Majorante bei kompaktem Magnetfeld) Se:
v =2 B e CYR? R), Ay kurzreichweitig und w € S*~'. Dann gibt es ein
zulissiges A derart, daf folgendes gilt: Zu U mit ¢» € C§°(R?,C*) gibt es ein
vo > 0 und eine Funktion h € LY(R) so, daf

Ve oty || < h(t) firt € R, v > vy (4.11)

Beweis: Die Terme mit Ay werden wie gehabt abgeschéitzt. In einer geeignet
verschobenen transversalen Eichung (vergleiche Abschnitt 2.3) gilt fiir grofie |¢|

Byyj/2(£wt) Nsupp(A) =0 .

(Die Eichung wird in Abhéngigkeit von w gew#hlt, unabhingig von W.) Dies
veranschaulichen wir folgendermaflen:

T |x — wt| < |t|/2

Diese Argumentation wird in [2, 3] zur Untersuchung der Schrédinger-Gleichung
mit kompaktem Magnetfeld eingesetzt. Nach Satz 3.7 gibt es Konstanten ¢ > 0
und vy > 0 so, daf3

(14 |xFwt])

Wir betrachten die Zerlegung
H —a-A e’iHOteivx‘If“ < H —a-A e’iHotPJrei"x\I/H + H —a-A e’iHotP,ei"x\I/H .
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Nun gilt fiir v > vy und hinreichend groSe [|:

| —a-ae e = | —a-AF(xFwl 2 [t]/2) e Py
< |- Al [F e o = 172 ol
C/
e

Nach Definition 2.13 heifit A € CY(R?* R?) mit rot A = 0,4, — A} = B
zuldssiges Vektorpotential, wenn A(x) = O(1/|x|) gilt und A(x)-x/|x| integrier-
bar abfallt. Da der langreichweitige Anteil von A transversal ist, ist .S vermutlich
unitéir, doch das diesbeziigliche Theorem 8.24 in [35] verlangt B € C?, so daf
dies nicht allgemein bewiesen ist. Wir zeigen jedoch, dafl S zumindest existiert:

Satz 4.16 (Existenz von S bei kompaktem Magnetfeld)
Sei B € C)(R?, R) ein kompaktes Magnetfeld und A ein zulissiges Vektorpoten-
tial zu B. Sei Ay kurzreichweitig und V = Ay — a-A. Dann gilt:

1. Qi = Q. (Hy, Hy+V) existieren.

2. Ist S fiir ein zuldssiges Vektorpotential unitdr, dann fiir jedes.

~

Beweis: 1. Wir zeigen, dal Q, VU fir ¥ € H, mit supp(¢y) € Ry x R, also
mit Tréger in der rechten Halbebene existiert. Analoge Aussagen gelten fiir
Q_, H_ und die linke Halbebene. Sei A’ ein Vektorpotential in einer so ver-
schobenen transversalen Eichung, da der Triger von A! in einem nach links
geoffneten schmalen Kegel liegt, wie auf der vorherigen Seite skizziert. Mit ei-
ner dhnlichen Abschiitzung wie bei Satz 4.15 folgt, daB lim,_.., e/ te~H'd exi-
stiert, wenn supp(¢) C Ry x R gilt. (Dies folgt zuniichst fiir ¢ € C2°(Ry x R),
dann wird ein Dichtheitsargument angewandt.) Setze H = Hy + Ay — a- A und
H' = Hy+ Ay — a-A". Mit A = A" + VX und A(x) = lim, ., A(rx) gilt
H = ¥ Ht e~ X Nun ist

. » . . .

6th6 ZHot\I/ _ 6M(x)ezH te z)\(x)e ZHot\IJ
. ity .

ez)\(x) e'LH te zHgt6 iA(p) i

; it ; . . .
+ 67)\(x)€zH te iHot (ezHote z/\(x)e iHot e zA(p))\IJ )

Der erste Summand konvergiert fiir £ — oo wegen supp(e_m(p)@ C R, xR, und
der zweite Summand strebt nach dem folgenden Lemma 4.17 gegen 0.

2. Aus der Transformationsformel (4.14) folgt, daf S. auch unitér sind, wenn
dies fiir Sy gilt. m
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Lemma 4.17 (Asymptotik von A)

Seien A, A zulissig mit ot A =rot A = B € CJ(R?, R). Nach Lemma 2.14 gibt
es ein A € CY(R?, R) mit A = A + V. A(x) = lim,_oo A(rX) ezistiert und ist
stetig und homogen auf R*\ {0}. Es gilt

s — lim efole=MXemiflol — p o=iMEP) 4 p o=iMFP) (4.13)

t—too

Beweis: (e""\(x) — e‘iA(x)> (Ho +4)7"! ist kompakt, also gilt

s— lim e'flot (e—M(’O _ e—iA<x))6—iHot _0.

t—=+o0

Wir untersuchen daher s — limy_, 4, eote= X e=iHot yn(d zeigen dazu zunichst

s —limy 4o eFIA(x)e™ Pt = A(£p). Es ist eP'xe™ Pt = x + Qt mit Q = p/F,
also
eFIA(x)e ! = A(x + Qt) = A(Q + x/1)

fiir t > 0. Setze Q; = Q+x/t. Es gilt Q; — Q (komponentenweise) und Q? — Q?
in starker Resolventenkonvergenz. Sei 0 < r < 1 und ¥ € P(Q? > r)H =
P(r* < Q* < 4)YH. Wir setzen ¥, = P(r? < Q? < 4)¥. Nach Lemma 2.5 gilt
W, — W. Wihle A € Coo(R? R) mit A(x) = A(x) fiir 7 < [x] < 2. Es gilt
s —lim A(Q;) = A(Q), denn nach dem Satz von Stone-Weierstra$ li8t sich A(x)

gleichmiiBig durch Polynome in (zj 417)7*

(MQ) - AQ))¥ = (AMQ) —AQ)) (¥ -W,) + (AQ) - AQ)¥,
+ (AQ) - MQ)) ¥ + (AQ) — AQ))

Der erste Term verschwindet fiir £ — oo wegen ¥, — W. Der zweite strebt gegen
(A(Q) — /N\(Q))\IJ = 0. Der dritte Term strebt nach Lemma 2.3 ebenfalls gegen
0, und der vierte ist 0 nach Definition von V¥;. Fiir ¢ — —o0 verwenden wir
A(x+ Qt) = A(—Q — x/t) und erhalten insgesamt

s — limy_, 400 €PPA(x)e ™ = A(£Q) = A(Ep). Nun gilt

approximieren. Nun ist

A (x)e Mt = (P e PP PO)A(x + QY Py + (P + PPy ) A(x — QE) P
P A(+p)P; + P_A(Fp)P- (t — £00)

lm

wegen P_A(x + Qt)Py — P_A(£p)P, =0. =

Nun ist S nicht mehr eichinvariant, es gilt stattdessen die folgende Transforma-
tionsformel:

Lemma 4.18 (Eichverhalten von S bei kompaktem Magnetfeld) Seien
A, A zulissig mit rot A = rot A = B € C9(R?, R), dann gibt es nach Lemma
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2.14 ein A € C*(R?, R) mit A = A + V. A(x) = lim,_. \(rx) ezistiert und
ist stetig und homogen auf R2\ {0}. Sei A kurzreichweitig, V' = Ag— a-A und
V = Ay — a-A. Dann gilt fir S = S(Ho, Hy+V) und S = S(Hoy, Ho + V)

Sy = M) G, e IAFP) (4.14)

Durch Betrachtung unterschiedlich verschobener transversaler Eichungen sieht
man, dafl tatséchlich A(x) # 0 sein kann und somit die S-Matrix nicht mehr
eichinvariant ist.
Beweis: Wir setzen H = Hy+ V und H = Hy + V. Es gilt H = ¢A®) [ ¢=iAx)
und mit Lemma 4.17 folgt

Q. . IN(x) iHt ,—iA(x) ,—iHot

= s— lim e
t—+oo

— s— lim *® (ethe—iH0t> <eiH0t€—i)\(x)e—iH0t>

t—=+o0

= CIQ, (P e MEP) L p e’“\(?p))

(O]
|

(Gi/\(p)pJr + eiA(—p)p_> IS (p+e—i1\(—p) + p_e—iA(p))
eAP) g e—il\(—p)pJr + eA=P) g o—iAP) p 7

und

denn wegen [S, Ho] =0gilt PL SPy =SSPy und PL SPr=0.m



Kapitel 5

Inverse Streutheorie fiir den
verallgemeinerten
Schrodinger-Operator

Wir betrachten den freien Hamiltonoperator Hy = |p|® mit « > 1 im Hilbertraum
H = L*(R¥). Fiir a = 2 ist dies der Schrédinger-Operator p? = —A. Wir haben
in Abschnitt 3.2 die freie Zeitentwicklung e~*#o! untersucht und in Abschnitt 4.2
eine integrierbare Majorante h mit

. H, .
Ve 'anT7e™ || < h(r) fiir T € R, gleichmaBig in v > vg

fiir ein kurzreichweitiges Potential V' erhalten. Dieses ist beziiglich Hy Kato-
beschréankt mit relativer Schranke a < 1 und erfiillt

|V (*+1) *F(]x| > R)| € L' ([0,00),dR) .

Mit H = Hy+V ist die S-Matrix S = S(H, H) unitér. Wir werden in Abschnitt 1
den Hochenergielimes von S mit der durch v = vw erzeugten Translation im
Impulsraum untersuchen, d.h. die Asymptotik von e~*V*Se* fiir v — 0o. Damit
erhalten wir in Abschnitt 2 die (regularisierte) X-Ray-Transformierte von V' und
rekonstruieren damit das Potential aus der S-Matrix.

o1
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5.1 Der Hochenergielimes von S

Der folgende Satz verallgemeinert das entsprechende Resultat aus [12, 13, 14, 15]
fiir den Schrédinger-Operator Hy = p:

Satz 5.1 (Hochenergielimes von S) Sei H = L*(R") und Hy = |p|* mit o >
1. Sei V' ein kurzreichweitiges Potential gemdj$ Definition 4.2. Dann gilt fir U €
H mit ¢ € C§°:

. . +o00
Jim. iav® ! (e’“’xSeWx - 1>\IJ = drV(x +wr)¥ . (5.1)
Beweis: Wir zeigen
. . +o0
Jim iav® e VX (Q, - QJF)e“’X\If = drV(x +wr)V . (5.2)

In analoger Weise ergibt sich fiir quS e C§°

. . +o0
lim av® te™™* (Qi — 1)6“’"(13 = z/ drV(x 4+ wr)®
0

und insbesondere lim, . e~V*Q, e™V*® = ®. Mit einem Dichtheitsargument
nach Lemma 2.2 3. folgt e ™*Qie™™* % 1 und mit Lemma 2.3 3. folgt
e Qe 5 1L Mit S — 1 =075 (- — Q) und Lemma 2.3 1. erhalten wir
iozva_l (e—ivxseivx _ 1)\11 — (e—ivxgieivx> . (iOéUa_l e—ivx (Q_ _ Q+)eivx \I/)
+oo
— 1/ drV(x + wr)¥ .
Zum Beweis von (5.2) betrachten wir die Duhamel-Formel
Z-ava—le—ivx (Q_ o Q+) eivx\II
+o0o . . . .
— Oﬂ)a_l/ dt e—zvxethV e—zHotezvxqj

= vt /+Oodt eiIPHvI* Ity p—ilp+vi*l

+oo ptv|¥+V ptv]®
= / dr e’ o TV ¢ tawaT

—00

400 p+v|¢—V*+V p+v|®¢ =V
/ dret et Ve ' Tan T T (5.3)
Dabei ist t die Zeit und av® ! die asymptotische Geschwindigkeit, daher stellt
7 = av® !t die zuriickgelegte Strecke dar. Der Integrand ist nach Satz 4.5 fiir
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v > vy majorisiert durch A(7) mit einer integrierbaren Funktion h. (Daraus folgt
auch, dafl das Integral absolut konvergiert. Damit existiert es als Bochner-Integral
und nicht nur als uneigentliches Riemann-Integral.) Nun gilt fiir festes p € R”

Ip+v|* =v*+ v 'w-p + O ?)

und damit fiir ¢ € D = C°

. p+v|[* =0+ V
lim

V=00 ave—1

® =wpo.

Da D ein gemeinsamer Kernbereich der Operatoren ist (dies ergibt sich fiir die
linke Seite mit dem Satz von Kato-Rellich und fiir die rechte mit dem , basic crite-
rion® [28, Theorem VIIL.3]), liegt nach Lemma 2.2 starke Resolventenkonvergenz
vor. Mit Lemma 2.5 folgt die starke Konvergenz der Exponentialfunktion. Ferner

gilt
Ve_i‘pt:;lz——lva’r\:[] _ V (p2 + 1) —Oz/2 e—i‘pit;;ls:lva’r <p2 + 1)(1/2 \Ij
beschr.
SV (p2 + 1) —a/2 e—ipr (p2 + 1)@/2 I
= Ve @PTy

Damit konvergiert der Integrand in (5.3) stark gegen
“PTV(x) e ™PT U =V(x+wr) ¥,

und mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz (Satz 2.10) ergibt sich (5.2).
Damit ist Satz 5.1 bewiesen. m

Wir haben im Beweis nur das Verhalten von |p|® fiir |p| — oo benutzt, daher
gelten analoge Aussagen beispielsweise auch fiir (p? + 1)a/ 2 als freien Hamilton-
operator.

Zur physikalischen Deutung der Asymptotik von S sind zwei Punkte wesent-
lich:

1. Die asymptotische Geschwindigkeit ist Q = ov® !. Der n-te Term der
Dyson-Reihe fiir .S, der die n-te Potenz von V' enthélt, ist von der Groflen-
ordnung O(1/Q"), da die Region, wo das Potential stark ist, in einer Zeit
~ 1/@Q durchlaufen wird. Beim Grenziibergang v — oo im Impulsraum gilt
fiir die Geschwindigkeit ebenfalls () — oo, daher ist der Grenzwert von
1Q (S (Q) — 1) durch den Term erster Ordnung der Dyson-Reihe bestimmt
und somit linear im Potential V.
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2. Das ZerflieBen eines Wellenpaketes e 0! erfolgt asymptotisch geméiB
0, /= 04t|. Dabei bezeichnet o, die Streuung (Standardabweichung) des
Ortes und o, die der Geschwindigkeit. Man erhalt fiir @/A) € Cg°: Die
Streuung des Impulses o0,(e™V*W) ist unabhingig von v, und es gilt
oo (eV*W) = O(v*?). Fiir a < 2 strebt also o, — 0, fir a = 2 ist o
unabhéngig von v (Gallilei-Invarianz der Schrodinger-Gleichung) und fiir
a > 2 wichst o, mit v, aber langsamer als ). In allen drei Fallen gilt:
Zur Zeit t ist das Wellenpaket bei x = av® lwt konzentriert, und fiir die

Streuung gilt
o, = |t] - O(v*7%) = O(|x| /v) .

Damit ist in jedem beschrinkten Gebiet das Zerflieen des Wellenpaketes
fiir v — oo zu vernachlissigen, da es auf einer langsameren Zeitskala er-
folgt. Daher kann man die freie Zeitentwicklung durch eine reine Translation
e~ “PT ersetzen, und der Term erster Ordnung aus der Dyson-Reihe geht in
die X-Ray-Transformierte des Potentials V iiber.

5.2 Rekonstruktion des Potentials

Wir wollen nun das Potential V' aus dem Hochenergielimes von S rekonstruieren
und folgen dabei dem Verfahren aus [13]. Es sei V die Menge der kurzreichweitigen
Potentiale geméafl Definition 4.2, das heifit V' € V ist ein Multiplikationsopera-
tor, der beziiglich Hy Kato-beschrinkt mit relativer Schranke a < 1 ist und die
folgende Abfallbedingung erfiillt:

|V ®*+1)*2F(x| > R)| € L' ([0,00),dR) . (5.4)

Satz 5.2 (Rekonstruktion des Potentials) Sei H = L*(R”) mit v > 2,
Hy = |p|* mit « > 1 und V die Menge der kurzreichweitigen Potentiale gemdf
Definition 4.2. Dann gilt mit S = S(Hy, Hy+ V'): Die Abbildung

V—LMH), V—S
st ingektiv, daher lafit sich V' aus S eindeutig rekonstruieren.

Unsere Methode ist fiir ¥ = 1 nicht anwendbar, da sie auf der X-Ray-
Transformation beruht und diese sich im Eindimensionalen auf eine Zahl
reduziert.
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Beweis: Man kann wie im Beweis von Satz 6.1 zeigen, dafl [°0 d7 V (y +wT) fiir
fast alle y existiert, doch mit Satz 2.16 konnen wir nur eine stetige, integrier-
bar abfallende Funktion aus ihrer X-Ray-Transformierten rekonstruieren. Daher

betrachten wir ®, ¥ € H mit QAS, zZA) € C§° und definieren die Abbildung
f:R"—=C mit f(y)= (e_ipy(I), Ve_ipy\If) .

Mit Satz 5.1 erhalten wir ihre X-Ray-Transformierte
~ —+00 ) 4 ' '
fly,w)= | dr fy+wr) = lim (‘f”’y@, e e 1)eZW)

aus der S-Matrix. Wegen f(y) = (e*ipy(p’ V(p®+1) fa/2efz'py(p2 + 1)a/2\p>
ist f stetig. Analog zum Beweis von Satz 4.9 betrachten wir die Zerlegung
6] = ol 6+ n-="Rx 2 )] -+ 07
+ @] - v @+ n [ F ] < dyl/2) e )

Der erste Summand fallt integrierbar ab, da V' kurzreichweitig ist, und der zweite
fallt schneller als jede Potenz von 1/|y| wegen (p2 + 1)*/%) € S. Mit Satz 2.16
erhalten wir nun f aus f und damit aus der S-Matrix. Damit kennen wir (®, V)
fiir ®, ¥ aus einer dichten Menge, und damit ist V' eindeutig bestimmt. m



Kapitel 6

Inverse Streutheorie fiir den
skalaren relativistischen
Hamiltonoperator

Wir betrachten den skalaren relativistischen Hamiltonoperator Hy = 1/p? + m?
mit m > 0 im Hilbertraum H = L*(R”). Er entspricht der relativistischen Ge-
samtenergie eines Teilchens mit der Ruhemasse m, wird jedoch in der Physik
nicht verwendet, da er sich nicht in Lorentz-invarianter Weise an ein dufleres Feld
koppeln 1a8t [34]. Er ist jedoch dadurch interessant, dal das Symbol des physika-
lisch relevanten Dirac-Operators a-p+ 3m die Eigenwerte 4v/p? + m? hat. Daher
verhélt sich letzterer in vielerlei Hinsicht dhnlich wie der skalare relativistische
Hamiltonoperator Hy. Wir haben in Abschnitt 3.3 die freie Zeitentwicklung e~*Ho?
untersucht und in Abschnitt 4.3 eine integrierbare Majorante h mit

|Ve #Hote™* || < h(t) fiir t € R, gleichmiBig inv > v

fiir ein kurzreichweitiges Potential V' erhalten. Dieses ist beziiglich H, Kato-
beschrénkt mit relativer Schranke a < 1 und erfiillt

HV\/ITH_lF(Ix| > R)| € L' ([0,0),dR) .

Mit H = Hy + V ist die S-Matrix S = S(Hp, H) unitér. In Abschnitt 1 untersu-
chen wir den Hochenergielimes von S, also s — lim,_,., e V%S e?V* und erhalten
daraus in Abschnitt 2 die X-Ray-Transformierte von V| sofern das Potential stetig
ist. Damit konnen wir es aus der S-Matrix rekonstruieren.

26
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6.1 Der Hochenergielimes von S

Wir haben in Abschnitt 5.1 die Hochenergie-Asymptotik von S fiir Hy = |p|® mit
« > 1 untersucht und einen Ausdruck erhalten, der linear im Potential V ist. Fiir

a = 1 ergibt sich ein qualitativ anderes Verhalten, da nun die Geschwindigkeit
beschrinkt ist. Der folgende Satz fiir Hy = +/p% + m? weist groBe Ahnlichkeit
mit den Sdtzen 7.2 und 7.6 fiir den Dirac-Operator auf.

Satz 6.1 (Hochenergielimes von S) Sei Hy = /p?+ m? mit m > 0 und V
ein kurzreichweitiges Potential gemdjf$ Definition 4.6. Dann gilt mit v = vw

. . +00
s — lim e"™V*Se™™ = exp{ — z/ V(x+ wt)dt} . (6.1)

vV—00 — 00

Beweis: Wir betrachten die dichte Menge der Zustinde ¥ mit @& € C§°. Es gilt

6—’LVXQ+6’LVX \IJ

_ \If+2'/ di o~ VX GHE Y/ p—iHot ivx
0
oy /"Odt ei(\/<p+v>2+m2+wx>)tV(X> i/ g
0
00 : 2 2_ x 3 2 2 _
B \If—l—i/ It €z<\/(p+v) Fm2—U + V( )>tV(x)e z(\/(erv) +m U)t\l,.
0

Wegen \/(p + )2 +m? = v+wp+O(1/v) fiir festes p € R gilt fiir € D = C°

(\/(p+v)2+m2—v + V)CD iy (w-p+V)<I>

und mit Lemma 2.2 folgt die starke Resolventenkonvergenz. Mit Lemma 2.5 ergibt
sich nun die starke Konvergenz der Exponentialfunktion. Wir argumentieren wie
bei Satz 5.1, indem wir eine Resolvente einschieben: V/p? + 1 ~ist beschrinkt
und mit

WPV =)t Ty e it g

konnen wir jetzt auf die Konvergenz des Integranden schliefen. Dieser ist nach

Lemma 4.9 durch eine integrierbare Funktion A(t) unabhéngig von v > vy majo-
risiert. Mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz (Satz 2.10) folgt

lim e”v*Q, e = U —l—z’/ dt ei(wp-l-v(x))tv(x)e—iwpt\l]
0

vV—00

_ Sh—gloei(prrV(x))Sefipr\Ij. (62)
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Wir betrachten zunéchst stetige, integrierbar abfallende Potentiale. Dann sehen
wir folgendermaBen, dafl sich (6.2) als exp{i [;°dt V(x + wt)} ¥ schreiben 1&8t:

Die Schar unitérer Operatoren U(s) = ¢S o=i(wptVe9)S orfiilly U (0) =1 und

die Differentialgleichung
ZU(S) = PV (x) e‘i<wp+v(x))s =V(x+ws)U(s),

dieses Anfangswertproblem wird auch von exp{—i [jdt V(x + wt)} gelost. Zur

Verallgemeinerung kénnen wir wegen V € L? = die Zerlegung V =V, — V_ mit

Vi > 0 betrachten und finden V,, 4+ € CY mit Vot /' Vi fast iiberall. Wir setzen
Vy = Vo4 — Vi, . Die Abschétzung

Ve “Ple™ || < h(t) fiir t € R, gleichmiiBig in v > v

bleibt offenbar fiir jedes Potential V' mit |V'(x)| < |V(x)| giiltig, insbesondere
gilt sie auch fiir Vo, V,, + und V,,. Mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz
folgt

lim e ™*Q e™™¥ = U+ lim / dt ei(wp+Vn)tVn€7iwpt\I/
0

vV—00 n—oo

= lim exp{s /Oodt Vo(x 4+ wt)} 0.
n—oo 0

Durch analoge Betrachtung von Q. (Hy, Hy+ V%) folgt fiir eine geignete Teilfolge,
daB lim,, o exp{i [o dt V, L (x +wt)} fiir fast alle x € R” existiert. Nun gilt fiir
fast alle x, da8 V| ,(x +wt) /" Vi(x + wt) fiir fast alle t € R erfiillt ist. Dabei

haben wir fiir v > 1 die folgende Aussage benutzt:
M ist Nullmenge im R”™! < M x R ist Nullmenge im R”

Nun existiert also [;°dtVi(x + wt) fir fast alle x € RY, denn andernfalls
wiire lim, .o fo dt V, o (X + wt) = +00 und die Exponentialfunktion konvergiert
nicht. Zusammen mit einer analogen Behandlung von _ und mit einem
Dichtheitsargument erhalten wir nun

. . +o0
s — lim e”"™*Qpe™* = exp{i dtV(x + wt)}.
0

vV—00

Mit S = 7 Q_ und Lemma 2.4 1. folgt zunéchst in schwacher Konvergenz

“+oo

w— lim e”™V*Se™* = exp{—i V(x4 wt)dt}. (6.3)

v—00

Nun sind e~*¥*Se™¥* und sein schwacher Grenzwert unitéir, daher kénnen wir mit
Lemma 2.4 2. auf starke Konvergenz schlieffen. m
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Ein anderer Beweis ergibt sich ohne den Satz iiber majorisierte Konvergenz

mit e~ ivxgiHtp—iHot givx 5, ei(wp+V)t€

—ipl ynd einer zu Lemma 7.3 analogen Aus-
sage. Fiir ein beschréanktes Potential V' 148t sich der Beweis auch mit der Dyson-
Reihe fithren, wie bei Satz 7.2.

Die physikalische Deutung der Asymptotik von S unterscheidet sich von der

im Fall Hy = |p|* (am Ende von Abschnitt 5.1) folgendermafien:

1. Da die Geschwindigkeit durch 1 beschrankt ist, bleiben die Terme der
Dyson-Reihe fiir v — oo von derselben Gréflenordnung. Sie vereinfachen
sich jedoch soweit, dafl die Reihe zur Exponentialfunktion aufsummiert wer-
den kann.

2. Das ZerflieBen eines Wellenpaketes e *#o'W erfolgt asymptotisch gemifl
0. R 0glt]. Es gilt fiir ¢ € C§°

0o(e™*V) = O(1/v) und damit o, = O(|t|/v) .

Dies 148t sich folgendermaflen deuten: Der Mittelwert der Geschwindigkeit
strebt gegen w und da die Geschwindigkeit durch 1 beschréankt ist, kann
es keine wesentlich gréfleren Werte geben. Daher strebt die Streuung ge-
gen 0. Damit kann man die freie Zeitentwicklung wieder durch eine reine

—z’wpt

Translation e ersetzen, und der Hochenergielimes von S ist ein Multi-

plikationsoperator.

Mit Lemma 2.3 erhalten wir aus
. X +oo
s — lim e”"V*Qpe™™ = exp{i dtV(x+ wt)} (6.4)
0

vV—00

die analoge Aussage fiir die adjungierten Wellenoperatoren
. . +oo
s — lim e”"™*QL ™™ = exp{—i dtV(x+wt)} . (6.5)
0

v—00

Wegen Ran Qi = H“™ also Kern Q0 = HPP ist es zunéchst iiberraschend, dafl
der Grenzwert unitdr ist. Man kann dies dahingehend interpretieren, daf§ e’V
fir v — oo alle Zustinde ¥ € H nach H®™ | verschiebt®. Dies beweisen wir
folgendermaBen: Sei PPP der Projektor auf HPP(H), dann gilt

Pppeivqu — ppp (eivx\I/ . Q+6ivX6_i fooo dt V\I/>

— Pppezvx<ez fo av. e—zvx9+ezvx> 672 fo dtV\If = 0.
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Mit der Kettenregel fiir Wellenoperatoren [30, p. 18] folgt nun aus (6.4) und (6.5)

w— lim e ™VXS(Hy+ V', Hy+ V") e™™

= exp{ - i/_+oo (V” — V’) (x + wt)dt} :

Hier kann man aus der starken Konvergenz der Wellenoperatoren auf die schwa-
che Konvergenz der mit e?V* verschobenen S-Matrix schliefien, da diese aber i.a.
nicht unitéir in H ist (sondern unitér in e"V*H“"(H")), folgt daraus keine starke
Konvergenz. Diese Formel wére wohl nur schwer direkt zu zeigen, da man dazu
die Zeitentwicklung des ,,freien“ Hamiltonoperators Hy+V’ abschitzen miifite. Es
ist interessant, dafl man auch in manchen Fallen Aussagen iiber die Asymptotik
von S machen kann, bei denen sich die freie Zeitentwicklung nicht gut abschétzen
1483¢.

6.2 Rekonstruktion des Potentials

Wir wollen nun die Aussagen iiber den Hochenergielimes der S-Matrix zur Re-
konstruktion des Potentials V' verwenden, bendtigen dazu allerdings stéarkere Vor-
aussetzungen:

Satz 6.2 (Rekonstruktion des Potentials) Sei v > 2, Hy = /p% +m? mit
m>0undV = {V € COR", R)|||[Vx(|x| > R)|lc € L'}. Dann gilt: Die
Abbildung

V—LMH), V—S

ist injektiv, also lafit sich V aus S eindeutig rekonstruieren.

Beweis: Es gilt |V F(jx| > R)vpZ+1 || < |V F(|x| > R)|| € L', und nach
Lemma 4.7 ist V' kurzreichweitig. Mit Satz 6.1 folgt

5 — vhfgoe zvxSezvx —e —iV(x,w)
mit V(x, w) = [TV (x 4 wt)dt. Aus dem Hochenergielimes von S erhalten
wir die X-Ray-Transformierte V' zunéchst nur bis auf ganzzahlige Vielfache
von 2r, doch nach Satz 2.17 ist V stetig und verschwindet fiir [x| — oo, und
damit erhalten wir V eindeutig. Mit diesem Satz kénnen wir nun auch V aus V

rekonstruieren. m

Da sich die X-Ray-Transformierte V fiir v = 1 auf eine Zahl reduziert, kénnen
wir diesen Fall mit unserer Methode nicht behandeln.
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Obwohl Satz 6.1 auch fiir Potentiale mit lokalen Singularititen giiltig ist,
haben wir hier die Stetigkeit von V gefordert. Dies war notwendig, um V eindeutig
aus e~V zu gewinnen.

Wenn es gelinge, den Multiplikationsoperator V fiir ein allgemeineres V
aus der S-Matrix zu gewinnen, dann konnte man die regularisierte X-Ray-
Transformierte

f(y, w) = (e‘ipy(I), f/(x, w) e_ipy\lf)

betrachten und daraus wie bei Satz 5.2 das Potential V rekonstruieren.



Kapitel 7

Inverse Streutheorie fiir den
Dirac-Operator

Der Dirac-Operator ist Hy = a-p + 3m im Hilbertraum H = L*(R”, C*). Zu des-
sen grundlegenden Eigenschaften vergleiche Abschnitt 3.4, zu kurzreichweitigen
Potentialen vergleiche Abschnitt 4.4 und 4.5. Wir untersuchen den Hochenergie-
limes von e~"v*S e¢v* in Abschnitt 1 und den von e=V*¥w S, ¢?V*NW in Abschnitt
2. Damit wird in Abschnitt 3 die Rekonstruktion elektromagnetischer Felder aus
Streudaten moglich. In Abschnitt 4 werden die Resultate auf zweidimensionale
Magnetfelder mit kompaktem Tréger verallgemeinert.

7.1 Der Hochenergielimes von S

Der Hochenergielimes von e~%*S e¥* ergibt auch bei der Dirac-Gleichung eine
X-Ray-Transformierte im Exponenten. Dabei tritt allerdings nicht die Potential-
matrix V' auf, sondern nur der Anteil V, ,,, der mit a-w kommutiert.

Lemma 7.1 (Zerlegung von V') Sei V eine Potentialmatriz zum Dirac-
Operator Hy = a-p+ fm und w € S*~t. Dann existiert eine eindeutige Zerlegung

V=Vi,+V_, mit[Vi,, aw =0 und {V_,, a-w} =0, also

awVy,=2xViaw. Bsqit Vi, =1/2(V+awVaw) .

Im Fall eines elektromagnetischen Feldes, also V = Ay — a- A, ergibt sich
Viw=A0— a-Al und Vo= —a-At
mit der orthogonalen Zerlegung (beziiglich w):

A=Al At Al=(wAw, wAt=0

62
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Beweis: Aus der Vertauschungsrelation

{ay, ap} = 20, folgt fiir Vektorena, b € R” : {a-a, a-b} = 2a-bund (a-a)* = a*.
Damit gilt (a-w)? = 1, und es folgt

aw(VitawVaw) =awVtVaw=tVawtawV)=£(VitawWaw)aw,

so da 1/2(V £ a-wVa-w) die geforderten Eigenschaften haben.

Zur Eindeutigkeit: Aus a-wV = Va-w und a-wV = —Va-w folgt V = 0.

Im Fall des elektromagnetischen Feldes gilt einerseits Ay — a-All = Ag — a-:ww-A
und damit [4g — a-All; a-w] = 0, und andererseits {—a-A+, a-w} = —2w-A+ = 0.

[
Die inverse Streutheorie fiir die Dirac-Gleichung beruht auf dem folgenden

Satz 7.2 (Hochenergielimes von S) Sei Hy = a-p + fm und v = vw mit
w € S¥7t. Die Komponenten der Potentialmatriz V seien stetig mit integrier-
barem Abfall: |VF(|x| > R)|| € L'(|0,00),dR). Ferner gelte fiir V, gemdfs
Lemma 7.1: Vi w(X1), Vi w(x2)] = 0 fir x1,x2 € R”. Dann ist

+oo
= exp { —1 Vi w(x + wt)dt} (7.1)

s — lim e7"V*S eV*

Fiir ein elekromagnetisches Feld V = Ay — a- A gilt

VX

Jim = exp{ - z'/+oo (AO —a-Al)(x+ wt)dt} (7.2)

s — lim e7"V*Se
— 0

mit All = (w-A)w.

Die Aussage fiir V = Ay — a- A folgt aus (7.1) mit V., = Ay — a-All. Wegen
a-Al' = a-ww- A ist die Voraussetzung [V, ,(x1), Vo (X2)] = 0 erfiillt. Sofern
diese Voraussetzung fiir ein V nicht erfiillt ist, gilt (7.1) noch im Sinne eines
zeitgeordneten Produktes.

Ein skalares Potential 148t sich (fiir v > 2) wie beim skalaren relativistischen
Operator rekonstruieren, und in Abschnitt 7.3 zeigen wir, dafl sich ein elektro-
magnetisches Feld bei der Dirac-Gleichung bis auf die Eichfreiheit rekonstruieren
1aB8t. Wenn man jedoch keinerlei Voraussetzungen an die Struktur der Potential-
matrix stellt, dann a8t sich V' nicht eindeutig mittels (7.1) rekonstruieren, denn
fir V = ® mit ® : RV — R ist V, ,, = 0 und damit s — lim, ., e"¥*Se""* = 1.
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Vorbemerkung zum Beweis: Wir haben in Satz 3.6 die freie Zeitentwicklung
(e_iHoteiVX\If) (x) fiir |x| < |t]/2 abgeschétzt und damit in Satz 4.13 eine integrier-
bare Majorante h(t) fiir ||V e~ 0te?*¥|| erhalten. Damit zeigen wir im folgenden
Lemma 7.3, da} eiffote=i2Hteiflot G 7wischen , gutartigen® Zustinden e™V*®,
e™V*WU gleichmiBig beziiglich v gilt. Lemma 7.4 liefert die Dyson-Entwicklung fiir

1Hot ,—i2Ht ,iHot

e''ote e"?0" und damit erhalten wir in Lemma 7.5

t
s — Tim e~ "VXeiMotg—i2HtiHot givx _ oy { — i/ds Viw(x+ ws)} :
V—00 ’

Z

Mit einer Vertauschung von lim, .., und lim; ., aufgrund der gleichméfligen
Konvergenz ergibt sich schliefilich Satz 7.2.

Lemma 7.3 gilt fiir allgemeine kurzreichweitige Potentiale nach Definition
4.10. Vermutlich bleibt Satz 7.2 auch fiir Potentiale mit lokalen Singularitdten
giiltig, doch die Dyson-Entwicklung ist nur fiir ein beschrinktes V' anwendbar.
Unser Beweis 148t sich zwar auf V' € L* (mit integrierbarem Abfall) ausdehnen,
doch fiir ein unbeschréanktes V' wire eine andere Beweisidee erforderlich.

Lemma 7.3 (Approximation von S) Sei Hy = a-p + fm und V eine kurz-
reichweitige Potentialmatriz nach Definition 4.10. Seien ®, ¥ € 'H Zustinde mit
o, Y € CP(RY, C*). Dann gilt

thm ((I), efivxeiHotefiQHteiHote'ivxq;) — (¢7€7ivxs eivx\y) (73)
gleichmdf$ig in v > vy.
Beweis: Es gilt

e—zvxethe—zHotezvxq) — O + Z/dS e—zvxezHSV e—zHosezvch) )
0

Der Integrand 148t sich nach Lemma 4.13 fiir v > vy durch h(s) mit h € L!
abschétzen. Damit folgt

||e—ivx9+eivxq} o e—ivxethe—iHoteivxq)H — ||Z /oods e—ivxeiHSV e—iHoseivxq)H
t
< /Oodsh(s) — 0 firt—o0.
t

Zusammen mit der analogen Aussage fiir 2_ folgt die Behauptung fiir S. m
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Lemma 7.4 (Dyson-Reihe) Sei Hy = a-p + fm und V eine beschrinkte Po-
tentialmatriz. Dann gilt fir V€ ' H und t > 0:

ettlotgmi2HE giHoly — N™ (_j)n / dt,...dtV(t,) ... V(t) (7.4)

n=0 <t <<t <t
mit V(1) = etHoT |/ e=tHoT,

Beweis: Wir definieren fiir ¢, s € R und ¥ € H:

Ui(t, s)U = i (—i)" /t dt, .. .]Sdtgfdtlv(tn) V()T

V(-) ist stark stetig, und die Integrale lassen sich wahlweise als Riemann-
oder Bochner-Integrale interpretieren. Die Reihe fiir U; konvergiert beziiglich
der Operator-Norm, da sich der n-te Summand durch 1/n! <|t — s - ||VH> |||
abschétzen la8t. Nach [29, Theorem X.69] ist U (t, s) unitdar und stark differen-
zierbar mit

0
za Ui(t, s) U =V (t)Uy(t, s) U und Ui(s, s)U =V .
Dieses Anfangswertproblem ist eindeutig losbar. Setze

UQ(t, s)\If — eiHote*theiHse*iHoS /] ’
dann ist Us(t, s) unitdr, Us(s, s) = 1 und zumindest fir ¥ € D(H) = D(H,) gilt
0

i@ Up(t, s) U = ¢ty omifltgills—itlos

—iHt 1Hs _—iHps

elHot V 67’LH0t elHote e e \I;

= V(t)Us(t, s)V .
Damit gilt Us(¢, s) = Uy(t, s), und fiir t > 0, s = —t folgt die Behauptung. m

Diese Reihe erhélt man dadurch, daff man die Evolutionsgleichung im Wechselwir-
kungsbild als Integralgleichung schreibt und eine Fixpunktiteration durchfiihrt.
Wir haben auf den allgemeineren Satz in [29] zuriickgegriffen, um den Beweis
abzukiirzen. Wir benétigen die Dyson-Reihe zum Beweis des folgenden

Lemma 7.5 (Hochenergielimes fiir endliches t) Sei Hy = «-p + (m,
w € S* 1 und V eine Potentialmatriz mit stetigen, beschrinkten Komponenten.
Mit V., gemafs Lemma 7.1 sei [V, ,(x1), Viw(X2)] = 0 fiir x1,x2 € R”. Dann
qilt firt > 0:
t
s — lim e "vXe!Hotgmi2Ht gitlot givx exp{ — i/ds Vi w(x + ws)} : (7.5)

V—00
—t
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Beweis: Mit der Zerlegung V =V, , +V_ , geméfl Lemma 7.1 definieren wir die
stark stetigen Familien beschrénkter Operatoren
Wi (1) =@ W PTY, eI WWPT Wegen [a-w, V] =0 ist

Wio(r)=1/21+aw)Vi,(x+wr) +1/2(1 —a-w) Vi ,(x—wr) .
Wir zeigen, dafl mit V(1) = €T V =T fiir U € H, t >0 und n € N

lim, o / dty .. dt e <V (L) .. V()™ b
—t<t1<...<tp <t

- / dty...dty Weo(ts). .. Wyo(t) U (7.6)

—t<t1<..<tp <t

gilt und erhalten damit folgendes: Wegen [V, ,,(x1), Vi w(x2)] = 0 und
[a-w, Vi, =0ist Wi (), W o(t")] = 0, daher kann man die Zeitordnung in
(7.6) auflosen und erhélt

1 L/ n
Sty A W) W (8 = m(/ ds Ww(s)) .
. —t

n! Ji—tgn

Da die Dyson-Reihe (Lemma 7.4) fiir e~ ®vXeiHote=2Htgilloteivx oleichmiBig
beziiglich v konvergiert, diirfen wir den lim,_, ., mit der >°7° , vertauschen und es
folgt

hmv—>oo e—zvxezHote—z2Ht€zHotezvx‘1]

_ i (—2)" (/ttds Ww(s))n\p = exp{ —z'/ttds Ww(s)} .

|
n=0 n:

Wegen der Symmetrie des Integrationsintervalls ist fft dsWi,(s) =
It ds V(x4 ws). Zum Beweis von (7.6) betrachten wir

e~V (1) VX = Jlap+av+pm)ry —i(lap+av+pm)T
Mit Lemma 3.5 ergibt sich

vV—00

Mit der Zerlegung V. = Vi, + V_, und a-wVy, = +£Vi, o -w folgt

—10-WUT _ GZFZOZ'WUT V:t,w

Viwe , also

Jaw+w-p)Ty —iaw(v+wp)T
eia-ww-pr (V+,w 4 622'04-9()7)7"/7@) e—ia-ww-pT

e W+,u} (T) —|— €2ia.vaW7,w (7—) .
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b ) .
Damit ist UlLrgo dty e ™V (ty) eV

T b 2i00-wuty
= lim [ dty (Wi o(ta) +e W_ulty)) W

v—00

b
- / dty W (t) W, (7.7)

denn nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma ist lim,_ . f; dty 210t f(t1) = 0 fiir
jede stetige Funktion f. Damit ist (7.6) fir n = 1 bewiesen. Fiir n = 2 erhalten
wir aus (7.7)

t

t . .
lim dtg/ 2dt1 6_vav<t2) V(tl) e’V
t —t

v—00 J_
t

. to

= lim [ dts (Wyo(ts) + 2O “VRW (1)) / dty W (t) W
v—00 /¢ —t

und da W_ ,(t2) fﬁ dty W, ,(t1) ¥ stetig ist, kann man wieder das Riemann-

Lebesgue-Lemma anwenden. Mit diesem Argument wird nun (7.6) mit vollsténdi-

ger Induktion bewiesen, und damit folgt die Behauptung von Satz 7.5. m

Im Beweis wurde die Symmetrie des Integrationsintervalls ausgenutzt, um W,
durch V7, ,, zu ersetzen. Alternativ kann man auch statt .S die Wellenoperatoren
einzeln untersuchen, dazu erhélt man analog fiir t € R

. ) ) . i
s — lim e"VXeiHlemiH otV — oyp {z/ ds W w(S)}
V—00 0 ’

ei{ozw wp—&-v_‘_w}te—iowt '

Daraus ergibt sich

s — lim (e—ivxe—z’Hteivx . 6—i{ozw(U+wp)+V+7w}t) —0.
Wenn es gelingt, letzteres fiir ein allgemeineres V' ohne Verwendung der Dyson-
Reihe zu zeigen, dann kann man damit Satz 7.2 in derselben Weise verallgemei-
nern wie Satz 6.1 beim skalaren relativistischen Hamiltonoperator.

Beweis von Satz 7.2: Die Potentialmatrix V' erfiille die geforderten Vorausset-
zungen. Seien ®, U € H mit ¢, ¢ € C(R”, C*) und sei € > 0. Wir wollen mit
der £/3-Methode die Grenzwerte v — oo, t — oo vertauschen und betrachten
dazu die Zerlegung
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(cp, g eiVX\I/) B ((1)7 e—i/oods Viw(x+ wS)\I/)‘

IA
—
A

efzvxS ezvx\p) o (CD, e*“’xelHOte*QHtelHotelvx\Ij) ‘

t
o o —2'/ ds Vi, (x +ws)
+ ((I), e—zvxezH0t6—22HtezHotezvx\P> . ((I), e ¢

t o)
—i/dsV,wx—i-ws —i/ dsVy,(x+ws
. | o >\If)—<q),e o o )\II>‘

+ |(e,

Nach Lemma 4.11 ist V' kurzreichweitig und mit Lemma 7.3 folgt: Es gibt Kon-
stanten tg, vy > 0 so, dafl

‘((I), 6—ivxS€ivxqj) . ((I)’ e—ivxeiHote—iQHteiHoteivx\IJ)’ < 8/3 fiir v > Vo, 1 > 1.

Ferner gilt s — limy .o [*, ds Vi, (x +ws) = [*_dsV, ,(x + ws), daher gibt es
ein t; > 0 so, daf fiir t > t;

t [e8)
’(q)’ e—z/_tds Viw(x+ ws)\ll) B (@7 e—z/_oods V+,w(x+ws)\y)’ <ef3

gilt. Wéhle nun ein festes ¢ > max(ty, ¢;). Da die Komponenten von V stetig und
beschréinkt sind, folgt mit Lemma 7.5: Es gibt ein v; > vy so, daB fir v > v,

t
_ e —i/ ds Vi ,(x +ws)
’((I)’ e*lvxezHotefZQHtezHotezvx\Ij) B ((I), e i + \I/)’ - 8/3
gilt. Damit ist fiir v > vy

‘(@ e VxS ei"x\If> - (<I) e_i/—o:ods Vsl +ws)

@)‘ <e.
Da die Zustinde mit ¢, ¢ € Ce(R¥, C*) dicht in H sind, folgt zunéchst als
schwacher Grenzwert
+oo
= exp { —1 Viw(x+ wt)dt} :

w — lim e V*S ¥

vV—00

Die starke Konvergenz ergibt sich nun mit Lemma 2.4, da e™V*S e und sein

schwacher Grenzwert unitar sind. =m
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7.2 Der Hochenergielimes von S

Wir haben in Abschnitt 3.5 die Foldy-Wouthuysen-Darstellung der Dirac-Theorie
fir m > 0 vorgestellt. Mit U(-) : RV — CH** p \/E;F—E"L(l + ﬂ;ﬁ)

ist @@FW(q) = U (q)zﬁ(q) die FW-Impulsdarstellung und ¢y (y) die FW-
Ortsdarstellung. Der Newton-Wigner-Ortsoperator ist in dieser Darstellung der

Multiplikationsoperator mit der Koordinate y. Aus den Vertauschungsrelationen

(3.4) folgt U(p) (avp+pm) U~ 1(p) = EB (Lemma 3.9). Im Fall 3 = ( (1) _01 )

gilt also in der FW-Darstellung Hy = ( j(}]? _OE > und S = < 5;; ; ) mit
Sy = S|y, und Hy = H(Hy = £F). Wir wollen nun den Hochenergielimes von
e~ VXNW G VXNW hestimmen. Dies ist sinnvoll, da Xy die Teilrdume H. inva-
riant 148t. Die entsprechenden Restriktionen seien ebenfalls mit x ., bezeichnet.
Die Untersuchung von Sy entspricht einem Streuexperiment, das nur mit Elektro-
nen positiver Energie (bzw. mit Positronen) durchgefiihrt wird, was physikalisch
realistischer ist als die Verwendung gemischter Zustdnde. Wir betrachten nur
elektromagnetische Felder V' = Ag — a-A, doch dies wéire leicht zu verallgemei-
nern. (Zu beachten ist, daf§ diese Form von V nur in der Standard-Darstellung
giiltig ist, in der FW-Darstellung ist o durch U(q)aU*(q) zu ersetzen.)

Satz 7.6 (Hochenergielimes von S.) Seien m > 0, Ay und A stetig mit in-
tegrierbarem Abfall und v = vw mit w € S*~1. Dann gilt

—+o00
5 — 7Jli_)rgo T IVENW G| ptVINW — exp{ —1 / (AO T w-A) (Xyw + wt)dt} . (7.8)

Im folgenden Abschnitt werden wir hiermit das elektromagnetische Feld aus
S, rekonstruieren.

Der Hochenergie-Limes von Sy ist ein skalarer Operator in L?(R¥, C*/2), d.h.
er sieht den Spin der Elektronen nicht. Dies gilt nicht bei endlicher Energie, denn
beim Stern-Gerlach-Versuch werden Elektronen in einem inhomogenen Magnet-
feld je nach Spin unterschiedlich abgelenkt.

Fiir ,,gutartige* ¥ € H, ist e Hole™V*Nw ¥ bei x,,, = wt konzentriert, die
freie Zeitentwicklung entspricht der des skalaren relativistischen Hamiltonopera-
tors. Auch hier ist fiir v — oo das ZerflieBen der Wellenfunktion gegeniiber der
Translationsbewegung zu vernachlissigen, dadurch kommt (7.8) zustande. Ver-
gleiche dazu die Diskussion in Abschnitt 6.1.

Sp = — [T (AO :|:w~A) (xyw +wt)dt 148t sich als klassische Wirkung deuten,

1Sk /R

und in einer semi-klassischen Naherung erwartet man auch, dal S ~ e gilt.
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Wir fithren Satz 7.6 auf Satz 7.2 fiir e V¥S e?V* zuriick. Man koénnte ihn auch
direkt beweisen, indem man Analoga der Satze 3.6, 4.13 und der Lemmata 7.3,
7.5 mit e?VXNW statt eV* beweist.

Beweis von Satz 7.6: Nach Lemma 3.10 gilt x5, = U*xU. Dabei ist der
unitéire Operator U : H — H in der p-Darstellung gegeben durch U(p). Nun ist

e—zvaWS:t 6'ivaVV — u* 6—ivxu S:I: u* 6ivxz/{
— u* (efzvxu ezvx) <6fzvxSiezvx) (efzvx u* ezvx) U .

In der Standarddarstellung ist & = U(p) und damit e"¥*U e™* = U(p + v). In
der FW-Darstellung gilt zwar U = U(q), aber

VXU =U(q)U(q+v)U*(q) #U(q+ V) fiir v#0.

Wir verwenden daher die Standarddarstellung, d.h. eine beliebige Kombination
von x- und p-Darstellung, und erhalten (nach Lemma 2.2 1.)

V(p+V)2+m2+m(1+ a-(p+v)
2/ip + v+

V—00 V—00

s—lmU(p+v) = s— limJ

1
= ﬁ<1 + ﬁa-w) ,

und mit s — lim, o, VXS VX = exp{—i [T (AO — a~A”) (x +wt)dt} nach Satz
7.2 folgt

s — lim e "VXNW G gtVXNW
V—00

—i o (AO - Oz-AH)(X +wt)dt 1

. |
= U (p)ﬁ(l + fa-w)e 7(1 — fa-w)U(p)

[\

. e—i/_oo (4o —ﬁw-A)(erwt)dtU(p) | .

denn es gilt a-Al = @-ww-A und

1 1
(1 + faw)a-w ﬁ(l - faw) = i(a-w + 06)(1 — fa-w)

Sl

= §(a-w + 0 - awlaw — aw)

= B

wegen 32 = (a-w)? =1 und {a-w, 3} = 0. Der Beweis von Satz 7.6 148t sich nun
auf zwei Arten vollenden:

VP +v)2+m?+m

)
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1. Durch Ubergang zur FW-Darstellung in (7.9) wird
U*(p)(Ao — Bw-A)(iVp +wt) U(p) zu (A= Bw-A)(iVq+uwt) .

Es ist Sy = S|n,, und in der FW-Darstellung gilt Hy = H (5 = +1). Mit
1Vq =y folgt

e (AO + w-A) (y + wt)dt} .

—00

s — lim e”™WW S, eV = exp{ — z/

2. Oder wir bleiben in der Standarddarstellung:

U*(p) (Ao — fuw-A)(x +wt) U(p)
= (U (p)xU(p) +wt) — U"(p) fU (D) w-A(U"(9)xU(p) +wi)
= Ap(xyw +wt) — sign(Hp) w-A(Xyw + wt)

wegen U*(p) BU(p) = Hy/|Hy| = sign(Hy) nach Lemma 3.9. Also gilt
unabhéngig von der Darstellung

. ) +oo
s—lim e”VXNW G eVINW — oxp {—z/ (AO — sign(Hy) wA) (XNW+wt)dt} :

Mit Sy = S|y, und Hy = H(sign(Hy) = £1) folgt die Behauptung.

Damit ist Satz 7.6 bewiesen. m

Durch Ubertragung der Beweise zu den Sitzen 7.2 und 7.6 ergibt sich fiir die
Wellenoperatoren

. . Foo
s—lim e”"VNW Q) e™VNW = exp {2/ (Ao — sign(Hy) wA) (Xnw+sign(Hp) wt)dt} :
vV—00 0
Mit Lemma 2.3 folgt, dafl eine analoge Aussage fiir 2% gilt. Vergleiche dazu die
Bemerkungen beim skalaren relativistischen Hamiltonoperator (S. 59). Mit der
Kettenregel fiir Wellenoperatoren [30, p. 18] erhélt man dann
w— lim e VWS, (Hy + A — a-A’, Hy+ Af — a-A”) V*Nw

V—00

= exp{- z/;oo ((Af — A)) —w (A" = A)) (Xnw +wit)dt} .

Hier kann man aus der starken Konvergenz der Wellenoperatoren auf die schwa-
che Konvergenz der S-Matrix schlielen, da diese aber i.a. nicht unitér in H ist,
folgt daraus keine starke Konvergenz. Diese Formel wére wohl nur schwer direkt
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4

(d.h. ohne Satz 7.6) zu zeigen, da man dazu die Zeitentwicklung des ,freien
Hamiltonoperators Hy + Aj — oA’ abschétzen miifite. Insbesondere folgt

w—lim e NS (Hy—a-A, Hy+ Ay — - A) eV

vV—00

+oo
=  exp { — z/ Ao(Xyw + wt)dt} und

w — lim e~ VINW S (Hy + Ao, Hy + Ay — a-A) VW

v—00

+o00
= exp {Z/oo w-A(Xyw +wt)dt} :
Man konnte also bei bekanntem A auch Hy— a-A als ,freien“ Hamiltonoperator
der Vergleichszeitentwicklung nehmen, um Ag zu rekonstruieren. Dies ist wohl fiir
die praktische Rekonstruktion nicht so interessant, doch es zeigt, dafl man auch
in manchen Féllen Aussagen iiber die Asymptotik von S machen kann, wo die
freie Zeitentwicklung sich nicht gut abschétzen 1af3t.

Bei groflen Impulsen ist der Unterschied von x und x,, vernachléssigbar.
Fiir ein skalares Potential Ay sehen wir nun, daf§ der Hochenergielimes von S fiir
Ap(x) und Ag(xyw) derselbe ist: Fiir ein beschrianktes, integrierbar abfallendes
Potential Aj ist einerseits

) ) +oo
s — lim e "™NW S, (Hy, Hy+ Ap(x)) VW = exp{ — 2/ Ap(xpyw + wt)dt} .

vV—00

In der FW-Darstellung 148t sich Hy + Ag(xyy ) auf den skalaren relativistischen
Hamiltonoperator zuriickfithren und mit Satz 6.1 folgt fiir ein allgemeineres Ag
andererseits auch

. . +o00
s— lim e "™NW S, (Hy, Ho+ Ao(Xyw)) €W = exp{ —z'/ AO(XNW—i—wt)dt} )

Vv—00

Zur Verallgemeinerung von Satz 7.6 wiirde es daher geniigen,

w — lim e~ V¥vw
v— 00

(ei(Ho+Ao(x))t _ ei(Ho+A0(xNW))t) e~ tHot givxnw _ ()

fiir allgemeineres Ay zu zeigen. Fiir ein beschrianktes, integrierbar abfallendes A
ist dies leicht zu zeigen, und damit erhalten wir einen neuen Beweis der Sétze 7.2
und 7.6 fiir den Fall eines skalaren Potentials.
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7.3 Rekonstruktion elektromagnetischer Felder

Wir wollen nun die Aussagen iiber den Hochenergielimes von S zur Rekonstruk-
tion des elektromagnetischen Feldes verwenden. Da S beziiglich der Eichtransfor-
mation des Vektorpotentials A +— A 4+ VA mit lim|y—. A(x) = 0 invariant ist,
148t sich A nur bis auf Eichfreiheit rekonstruieren. Unsere Methode funktioniert
nur fiir v > 2, da sie auf der X-Ray-Transformation beruht. Diese reduziert sich
im Eindimensionalen auf eine Zahl und ist daher nicht injektiv.

Satz 7.7 (Rekonstruktion des elektromagnetischen Feldes)
Seiv>2, m>0 und

V= {(40,A)| A € C°R",R), ||Ax(}x| > )|l € L', A € I*(R",R")} .

Dann sind die Abbildungen

V= L(H) (Ag, A) — S
V— E’(H-l-)? <A07 A) = S+
Y — L(H_), (Ag, A) — S_

injektiv bis auf Eichfreiheit, d.h. durch S, Sy oder S_ ist Ay eindeutig und A bis
auf einen Gradienten bestimmt.
Die Aussage fiir S bleibt auch fiir m = 0 giiltig.

Insbesondere sind E = — grad Ag und B = rot A durch S, S| oder S_ eindeutig
bestimmt. Sie lassen sich also beispielsweise durch Streuexperimente mit Elek-
tronen positiver Energie rekonstruieren (unter idealisierenden Annahmen {iber
die Mefibarkeit der Streuphasen). Dabei ist es nicht erforderlich, den Spin der
einlaufenden oder der gestreuten Elektronen zu messen. Wir fithren den Beweis
fiir S, und m > 0, S_ wird vollkommen analog behandelt. Die Aussage fiir S
folgt daraus fiir m > 0, da Sy durch S bestimmt ist. Andererseits 148t sich diese
Aussage auch direkt aus Satz 7.2 herleiten, daher gilt sie auch fiir m = 0.

Beweis: Aus S, erhilt man fiir alle w € S¥~! mit Satz 7.6

s — lim efivaWS+eivaW _ 67if(xNW,w)
V—00
mit f(Xyw, w) = [T20dt (AO — w-A) (xyw + wt). Die Funktion f ist stetig und
verschwindet fiir [x3,,| — oo, daher 148t sie sich eindeutig aus e~/ gewinnen.
Nun gilt

Ao(Xo, ) = ;OOdt Aoy +wt) = 1/2 (Faws) + Foows ) (7.10)
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und mit Satz 2.16 erhilt man Ay. Ferner gilt

@) = [t A+ wt) = 1/2 (FRKaws ) — (o)) 5 (7.11)

—00

und mit Satz 2.17 erhalt man A bis auf einen Gradienten. m

Im Beweis von Satz 2.17 wurde die zusétzliche Voraussetzung A € L? benotigt.
Sie stellt fiir v = 2 keine und fiir ¥ = 3 nur eine geringfiigige Einschrinkung dar,
da sie in den physikalisch besonders interessanten Féllen mit supp(B) kompakt
oder supp(j) kompakt erfiillt ist (Lemma 2.11). Unter stirkeren Differenzierbar-
keitsvoraussetzungen an A kann man auch auf die Forderung A € L? verzichten,
wenn man die Rekonstruktion wie in Satz 2.18 vornimmt.

Wenn man eine Klasse von Magnetfeldern B betrachtet, zu denen jeweils
ein kurzreichweitiges A existiert, etwa die kompakten Magnetfelder im R?, dann
ist die Abbildung (A, B) — S wohldefiniert. Satz 7.7 besagt nun, daf} diese
Abbildung injektiv ist.

Wir haben die Eindeutigkeitsaussage nur fiir eine spezielle Form der Poten-
tialmatrix formuliert. Sie 148t sich im Standardbeispiel v = 3, u = 4 leicht auf
paritatsverletzende Felder der Form

01
V= (Ao —a-A)+9(Ay —a-A’) mit 75 = < - ) (7.12)
ausdehnen. Mit den Sétzen 7.2, 7.6 kann man jedoch nicht eine beliebige Poten-
tialmatrix V' (mit stetigen, integrierbar abfallenden Komponenten) rekonstruie-
ren, denn fir V = f® mit ¢ : R — R ist V, , = 0 und somit ist der Hochener-

gielimes s — lim,_o, e~¥*Se?V* = 1 unabhingig von ®.

7.4 Rekonstruktion kompakter Magnetfelder

Wir wollen die bisherigen Ergebnisse auf gewisse nicht-kurzreichweitige Ma-
gnetfelder ausdehnen. Zur Motivation betrachten wir Elektronen im Feld ei-
ner langen Spule. Sie sehen ndherungsweise ein zweidimensionales Magnetfeld
mit |A(x)] ~ 1/|x| und [B # 0. Im Fall der unendlich langen Spule ist
B(x) = cx(]x| < R). Wir untersuchen B € CJ(R? R), doch die Ergebnisse las-
sen sich vermutlich auf B(x) = O(1/|x|*™¢) verallgemeinern. Nach Definition 2.13
heift ein Vektorpotential A € C°(R?, R?) mit rot A = 9, Ay — 0 A; = B zuliissig,
wenn A(x) = O(1/|x|) gilt und A(x)-x/|x| integrierbar abfillt. Nach Satz 4.16
existiert S = S(Hy, Ho+ Ayg—a-A) fiir kurzreichweitiges Ao und zuléssiges A, und
vermutlich ist S unitdr. Nach Lemma 2.14 gibt es zu jedem kompakten Magnetfeld
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B zuléssige Vektorpotentiale, und zu A, A mit rot A =rot A = B € CJ(R? R)
gibt es ein A € C'(R?, R) mit A = A4+ V. A(x) = lim,_,, A\(rx) existiert und ist
stetig und homogen auf R?\ {0}. Durch Betrachtung unterschiedlich verschobener
transversaler Eichungen sieht man, daf tatséchlich A(x) # 0 sein kann. Wegen
unserer Wahl zuléssiger Vektorpotentiale miissen wir jetzt eine groéflere Eich-
gruppe betrachten als bei den kurzreichweitigen Vektorpotentialen. Nach Lemma
4.18 ist S nicht mehr eichinvariant, es gilt stattdessen die Transformationsformel
gi = ¢AFP) G, e~ AFP) Damit beweisen wir den folgenden

Satz 7.8 (Hochenergielimes von S bei kompaktem Magnetfeld) Sei
v=2und Hy = a-p + fm mit m > 0. Sei Ay stetig mit integrierbarem Abfall
und B € CJ(R% R) ein kompaktes Magnetfeld. Dann gilt fiir jedes zulissige A
gemdfS Definition 2.13 und S = S(Hy, Hy + Ag — a-A)

V—00

s — lim e VXNW G oTVENW — exp{ — i/_+oo (AO e w-A) (Xyw + wt)dt} .

Dabei haben wir angenommen, daf3 S fiir ein und damit fiir alle zuléssigen Vektor-
potentiale unitér ist. Wenn diese Annahme nicht erfiillt ist, dann gilt die Aussage
des Satzes nur als schwacher Grenzwert.

Die Voraussetzung m > 0 ist fiir ¥ = 2 nicht erforderlich, da auch im Fall
m = 0 eine Matrix 3 so existiert, dafl die Vertauschungsrelationen erfiillt sind,
und mit diesem [ kann man die Foldy-Wouthuysen-Darstellung definieren.

Beweis: Nach Satz 4.15 existiert (zu festem w) ein A in einer geeignet verscho-
benen transversalen Eichung derart, daf§ fiir V! = Ay — a-A! folgendes gilt: Zu
U mit ¢ € C°(R? CH) gibt es ein vy > 0 und eine Funktion h € L'(R) so, daf

|Vie Hole™ x| < h(t) fiir t € R, v > wy.

Mit dieser Abschéatzung lassen sich alle Beweisschritte zu den Sétzen 7.2 und 7.6
iibertragen, und es folgt fiir S* = S(Hy, Hy + Ag — a-A"):

s — lim e_i"’”"""Sft VN — exp{ — i/+oo (Ao F w-At>(XNW + wt)dt} .

vV—00

Nun ist A = A’ + VX und mit A(x) = lim,_ A(rx) gilt nach Lemma 4.18
Sy = eMEP)Gt e=IAMFP) Damit folgt

s — lim e VXNW G, VXNW
V—00

. +OO t

o0

e—i(/+°° Ao(xnw +wit)dt F {/_:Ow.At(xNW + wt)dt + Aw) — A(—w)})

= —00
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+oo
und mit / w-A(Xyw + wt) dt

—0o0

+00 +oo
- / w-At(xNW+wt)dt+/ W VA (X + wt) dt

—00

= [ o A )t + Aw) — A(—)

— 00

folgt die Behauptung. m

Es ist wichtig, dafl die verschobene transversale Eichung nur als Zwischen-
schritt im Beweis verwendet wurde und daf§ die Aussage fiir jedes zuldssige A
gilt. Wenn wir nur den Hochenergielimes von S* kennen wiirden, dann koénn-
ten wir das elektromagnetische Feld nicht aus einer einzigen S-Matrix rekonstru-
ieren, da wir mindestens zwei verschiedene Eichungen verwenden miiiten, um
S WA (X +wt) dt fiir alle w € S* zu erhalten. Auflerdem wire es physikalisch
nicht sinnvoll, Voraussetzungen an die Eichung zu stellen, da alle Meflergebnisse
prinzipiell von der Eichung unabhéngig sind.

Wir kommen nun zur inversen Streutheorie. Da keine Eichung physikalisch
ausgezeichnet ist, tritt das folgende Problem auf: Wir haben bislang angenom-
men, daf} die S-Matrix mef3bar ist, doch spétestens hier miilen wir diese Annahme
aufgeben, da S nicht eichinvariant ist.

Wir gehen davon aus, dafl wir dem Streuexperiment ein Interferenzexperiment
nachschalten und dadurch die relative Phase (s.u.) von S bzw. von ihrem Hoch-
energielimes bestimmen. Die relative Phase des Hochenergielimes ist tatséchlich
eichinvariant, wie der folgende Satz zeigt. Die bisherigen Aussagen zur Rekon-
struktion des Potentials lassen sich auch mit dieser Annahme formulieren, da die
absolute Phase bei kurzreichweitigen Potentialen fiir [x*| — oo verschwindet und
sich daher eindeutig aus der relativen Phase ergibt.

Satz 7.9 (Rekonstruktion des kompakten Magnetfeldes) Sei v = 2 und
Hy = a-p+ Ofm mit m > 0. Sei Ay stetig mit integrierbarem Abfall und
B € C}(R? R) ein differenzierbares kompaktes Magnetfeld. Dann gilt:

Die relative Phase von s — lim,_,o € "VXNW S, e?VXNW st unabhéngig davon, wel-
ches zuldssige A zur Definition von S = S(Hy, Hy + Ay — a-A) verwendet wird,
und sie bestimmt Ag und B eindeutig.

Beweis: Nach Satz 7.8 gilt fiir jedes zuldssige A

R —IVXNW VXNW ., —t f(XNw,w)
s Ulgloloe Sie =e

mit f(x, w) = [Tdt (AO —w-A) (x+wt). Bei Wahl einer anderen Eichung éndert
sich die absolute Phase f nur um eine von w abhéngige Konstante, dabei dndert
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sich die relative Phase f(xy, w) — f(x2, w) nicht.

Wenn wir nun f bis auf eine von w abhéingige Konstante kennen, dann kennen wir
auch fo(x, w) = [T2dt Ag(x+wt) und f,(x, w) = [T20dt w-A(x+wt) bis auf Kon-
stanten. fo ist eindeutig bestimmt durch die Forderung limjxi|_o fo(X, w) =0,
und mit Satz 2.16 laBt sich Ay rekonstruieren. Nach Satz 2.18 erhilt man B
folgendermaflen: Sei w der gegeniiber w um —90° gedrehte Einheitsvektor, also
@ = (wy, —w;)T. Dann gilt

+o00 d
dt B(ws + wt) = d—fl(ws, wt) ,
s

und hierfiir geniigt es, dafl wir f; nur bis auf eine additive Konstante kennen. m
Nach formaler Rechnung gilt fiir B € C}(R?, R) und ein zuléssiges Vektorpoten-
tial A mit S = S(Hy, Hy — a-A) und @ = (ws, —w;)T:

. . +00
lim (SeeVv®, [w-p, Se] VMW T) = F [ dt(®, Bx+wn)¥) . (7.13)

vV—00

Vermutlich ist dies fiir &, U € D(Hy) richtig, doch das ist nicht bewiesen.



Kapitel 8

Diskussion

8.1 Bemerkungen zur stationiren Theorie

Wir wollen die stationdre Methode formal skizzieren. Sei ' : R, — R streng mo-
noton wachsend und Hy = E(|p|) im Hilbertraum H = L?(R”, R). Fiir geeignetes
V hat S im Impulsraum den singuldren Integralkern

5(p—a) —2mid(E(lp)) - E(la)) T(p,a)  mit  T(p,q) =

—PXY(x im ! x)e'
Vi )( TN Bl Ve — e )

Fir Hy = /p? + m? ergibt sich formal

T(p+v,q+V)

—ipx 9X _ lim ! X)X
- V&) (e L ey s pra, Ty i v e g )
—ipx 9X _ lim ! x)e'ax
-~ V&) (e lﬂo w- (=iV—q)+V(x)— i&?v( ) )

Die entsprechende Aussage fiir die Dirac-Gleichung mit ¥ = 3 und einem analo-
gen on-shell-Grenzwert wurde von Ito in [20] bewiesen. Dabei wird das ,limiting
absorption principle“ benutzt. Dieses besagt, dafl lim._,q ﬁﬂs in einer geeig-
neten Norm gleichmé&fig beziiglich I existiert. Ito benotigt die Voraussetzung
V e C? mit "V (x) = O(1/|x[*™®) fiir |y| < 2. Mit der zeitabhéingigen Metho-
de benétigen wir fiir die analoge Aussage nur die Voraussetzung V € C° mit
integrierbarem Abfall.

78



8.2. Physikalische Deutung 79

8.2 Physikalische Deutung

Wir haben am Ende von Abschnitt 5.1 und 6.1 erldutert, wie die Form des Hoch-
energielimes von S zustande kommt: Wegen o, = O(|x|/v) strebt die Streuung
des Ortes in jedem beschrinkten Gebiet gegen 0 und die freie Zeitentwicklung
reduziert sich auf eine reine Translation ohne ZerflieBen, daher strebt S gegen
einen Multiplikationsoperator. Fiir Hy = |p|® mit o > 1 ist die Geschwindigkeit
unbeschrénkt, daher dominiert der Term erster Ordnung in der Dyson-Reihe.
Bei den relativistischen Operatoren ist die Geschwindigkeit beschrinkt und die
Terme der Dyson-Reihe lassen sich zur Exponentialfunktion aufsummieren.

Der Hochenergielimes von Sy bei der Dirac-Gleichung ist e**%/" mit der klas-
sischen Wirkung Sy = — [T (AO F w-A) (xyw + wt)dt. Dies entspricht der
Erwartung, dafl bei hoher Energie der semi-klassische Limes anwendbar ist.

Wenn man die Lichtgeschwindigkeit ¢ wieder in die Dirac-Gleichung einfiihrt,
ergibt sich

. ) —+00
s — lim e "VNW G VENW = exp{ - z/ (AO — cw-A) (Xnw + cwt)dt}

V—00 —00

_ exp{—i/

—0o0

Cc—0Q0 oo
—  exp {z/ w-A(Xyw —|—w7')d7'} :

o (iAO — w-A) (Xyw + wT)dT}

Dies wird man als Hochenergielimes bei der Pauli-Gleichung erwarten, und
S. Arians zeigt in [2, 3|, dafl dies der Hochenergielimes von S bei der Schrodin-
gergleichung fiir ein Spin-0-Teilchen im Magnetfeld ist.

Die Eindeutigkeitsaussage fiir die Rekonstruktion eines elektromagnetischen
Feldes aus Streudaten ist theoretisch interessant, auch wenn sie wohl kaum auf
praktische Experimente angewandt werden kann (s.u.).

Die Formeln fiir den Hochenergielimes von S sind auch unabhéngig von Fragen
der Rekonstruktion interessant, da sie die asymptotische Gestalt von S fiir grofie
Energien angeben.

Insbesondere ist in der relativistischen Streutheorie die erste Bornsche Néhe-
rung nur fiir kleine Kopplungskonstanten brauchbar, wéhrend sie in der nicht-
relativistischen Theorie auch bei groflen Kopplungskonstanten eine gute Néhe-
rung darstellt, wenn die Energie grof§ ist.

Der praktischen Anwendung unserer Formeln zur Rekonstruktion eines Poten-
tials aus experimentell gewonnenen Streudaten stellen sich verschiedene Schwie-
rigkeiten entgegen:

1. Da die Messungen nur eine beschrankte Genauigkeit haben und bei end-
licher Energie durchgefiihrt werden, wére eine explizite Fehlerabschétzung
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in einer geeigneten Topologie erforderlich.

. Bei hoher Energie ist die Schrodinger-Gleichung durch die Dirac-Gleichung

und diese schliellich durch eine Quantenfeldtheorie zu ersetzen, d.h. mit
dem Hochenergielimes wird der physikalische Geltungsbereich der Gleichun-
gen verlassen.

. Ublicherweise wird in Streuexperimenten nicht die Streuamplitude f ge-

messen, sondern nur der Streuquerschnitt Z—Z = | f]*. Wir benétigen jedoch
die Phase von f zur Rekonstruktion des Potentials.

Es gibt zwei Ideen zur Uberwindung der letztgenannten Schwierigkeit:

1. Es gibt Ansétze, f aus |f| zu gewinnen [28, p. 160].

2. Esist zwar sehr aufwendig, aber zumindest denkbar, dem Streuexperiment

ein Interferenzexperiment nachzuschalten, um die relative Phase von Teilen
der gestreuten Welle zu bestimmen. Hierzu ist noch genauer zu untersu-
chen, was bei einem solchen Experiment prinzipiell mefibar wére, unter
Beriicksichtigung der Eichinvarianz.

8.3 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben die inverse Streutheorie fiir kurzreichweitige Potentiale bei drei freien

Hamiltonoperatoren untersucht: Dem verallgemeinerten Schréodingeroperator |p|®
mit o > 1, dem skalaren relativistischen Hamiltonoperator v/p? + m?2 mit m > 0
und bei dem Dirac-Operator a-p + fm. Die kurzreichweitigen Potentiale sind da-
bei Kato-beschrankt mit a < 1 beziiglich Hy und erfiillen eine Abfallbedingung,
die lokale Singularitdten zulafit. Mit der zeitabhéngigen, geometrischen Methode
nach V. Enfl und R. Weder ergab sich jeweils eine Formel fiir den Hochenergieli-

mes von S, mit der man die X-Ray-Transformierte des Potentials V' erhélt und

daraus fiir v > 2 das Potential rekonstruieren kann.

1. Fiir Hy = |p|* lassen sich beide Schritte fiir allgemeine kurzreichweitige

Potentiale durchfiithren. Dies verallgemeinert die Ergebnisse von V. Enf
und R. Weder fiir die Schrodinger-Gleichung (o = 2).

. Fiir Hy = +/p? + m? haben wir den Hochenergielimes von S im allgemeinen

Fall bestimmt, doch zur Rekonstruktion des Potentials V haben wir die
zusitzliche Voraussetzung benotigt, dafl dieses stetig ist.
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3. Fir Hy = a-p + fm und das Potential eines elektromagnetischen Fel-

des V = Ay — a-A wurde der Hochenergielimes von S fiir stetiges bzw.
beschrinktes V' bestimmt, und die Rekonstruktion von Ay und A (bis auf
Eichfreiheit) gelingt unter der zusétzlichen Voraussetzung A € L?. Dies ver-
allgemeinert das Ergebnis, das Ito [20] mit stationdren Methoden erzielt.
Auflerdem haben wir die Aussagen auf zweidimensionale Magnetfelder mit
kompaktem Tréger verallgemeinert.

Damit wurden die folgenden Fragen aufgeworfen:

1.

2.

Wie 148t sich bei Hy = v/p? + m? ein allgemeines Potential rekonstruieren?

Wie 148t sich der Hochenergielimes von S fiir Hy = a-p + fm und ein
Potential mit lokalen Singularitéten bestimmen?

. Wie zeigt man, da8 A auch ohne die Voraussetzung A € L? bis auf einen

Gradienten bestimmt ist?

Wieweit lassen sich die Aussagen fiir kompakte Magnetfelder verallgemei-
nern, vielleicht auf B(x) = O(1/|x|*")? Ist die S-Matrix in diesem Fall
unitar?

Gilt die Formel (7.13) fur S*[w-p, S]?

Inwieweit ist es physikalisch realistisch, die relative Phase von S als mef3bar
anzusehen?

Einige weitere interessante Fragestellungen zur inversen Streutheorie sind:

1.

Kann man die Translation im Impulsraum statt mit e?V* oder e?Y*~W auch
mit einem Lorentz-boost erzeugen?

. Inwieweit ist die Rekonstruktion in einer geeigneten Topologie stetig?

Inwieweit ist eine Rekonstruktion des Potentials aus dem Streuquerschnitt
moglich?

Die Verallgemeinerung auf langreichweitige Potentiale (Dollard-S-Matrix).

. Die Verallgemeinerung auf andere Gleichungen, z.B. die Klein-Gordon-

Gleichung oder Schallstreuung.



Literaturverzeichnis

1]

[11]

Y. Aharanov und D. Bohm, Significance of Electromagnetic Potentials in
the Quantum Theory, Phys. Rev. 115, 485-491 (1959).

S. Arians, Geometrical Approach to Inverse Scattering for the Schrédinger
Equation with Magnetic and Electric Potentials, in Vorbereitung.

S. Arians, Dissertation, RWTH Aachen, in Vorbereitung.

Yu M. Berezanskii, The Uniqueness Theorem in the Inverse Problem of Spec-
tral Analysis for the Schrodinger Equation, Tr. Mosk. Math. Obshch. 7, 3—
62 (1958) [Englische Ubersetzung in Am. Math. Soc. Transl. 35, 167-235
(1964)].

J.D. Bjorken und S.D. Drell, Relativistische Quantenmechanik, BI, Mann-
heim 1990.

J.D. Bjorken und S.D. Drell, Relativistische Quantenfeldtheorie, BI, Mann-
heim 1990.

P.L. Butzer und H. Berens, Semi-Groups of Operators and Approximation,
Springer, Berlin Heidelberg 1967.

K.R. Darthasarathy, On the Exact Bound of the Coulomb Potential with
Respect to the Dirac Operator, Lett. Math. Phys. 2, 413-415 (1978).

J. D. Dollard, Scattering into Cones I: Potential Scattering, Comm. Math.
Phys. 12, 193-203 (1969).

V. Enf}, Asymptotic Completeness for Quantum Mechanical Potential Scat-
tering, Comm. Math. Phys. 61, 285-291 (1978).

V. Enf}, Propagation Properties of Quantum Scattering States, J. Func. Ana.
52, 219-251 (1983).

82



LITERATURVERZEICHNIS 83

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

V. Enfl und R. Weder, Inverse potential scattering: A geometrical approach,
in: Mathematical Quantum Theory II: Schrédinger Operators, J. Feldman,
R. Froese, L.M. Rosen eds., CRM Proceedings and Lecture Notes 8, 151-162,
AMS, Providence (1995).

V. Enf und R. Weder, The geometrical approach to multidimensional inverse
scattering, J. Math. Phys. 36, 3902-3921 (1995).

V. Enfl und R. Weder, Uniqueness and Reconstruction Formulae for Inverse
N-Particle Scattering, in: Differential Equations and Mathematical Physics,
I. Knowles ed.,pp. 55-66, International Press, Boston (1995).

V. Enfl und R. Weder, Inverse Two Cluster Scattering, Preimpreso No.38,
IIMAS-UNAM, Mexico (1996). Erscheint in Inverse Problems.

V. Enfl und B. Thaller, Asymptotic Observables and Coulomb Scattering for
the Dirac Equation, Ann. Inst. H. Poincaré 45, 147-171 (1986).

L.D. Faddeev, Uniqueness of the Solution of the Inverse Scattering Problem,
Vestn. Leningrad Univ. 11, Nr.7, 126-130 (1956).

.M. Gel'fand und G.E. Shilov, Generalized Functions I, Academic Press,
New York 1964.

S. Helgason, Groups and Geometric Analysis, Academic Press, Orlando 1984.

H.T. Ito, High-energy behavior of the scattering amplitude for a Dirac ope-
rator, erscheint in Publ.RIMS, Kyoto Univ. 1996.

W. Jung, Geometrical Approach to Inverse Scattering for the Dirac Equati-
on, zur Veroffentlichung eingereicht bei J. Math. Phys. (1996).

H. Kalf, U.-W. Schmincke, J. Walter und R. Wiist, On the Spectral Theory
of Schrédinger and Dirac Operators with Strongly Singular Potentials, in:
Spectral Theory and Differential Equations, W. N. Everitt ed., Lecture Notes
in Mathematics 448, 182-226, Springer, Berlin Heidelberg (1975).

L.D. Landau und E.M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Me-
chanik, Akademie-Verlag, Berlin 1976.

L.D. Landau und E.M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik II: Klas-
sische Feldtheorie, Akademie-Verlag, Berlin 1976.



84

[25]

[20]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

32]

[33]

[34]

[35]

[36]

LITERATURVERZEICHNIS

L.D. Landau und E.M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik III:
Quantenmechanik, Akademie-Verlag, Berlin 1979.

W.B. Berestetzki, E.M. Lifschitz und L.P. Pitajewski, Lehrbuch der theore-
tischen Physik IV: Quantenelektrodynamik, Akademie-Verlag, Berlin 1986.

R. G. Newton, Inverse Schrodinger Scattering in Three Dimensions, Sprin-
ger, Berlin Heidelberg 1989.

M. Reed und B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics I: Func-
tional Analysis, Academic Press, San Diego 1980.

M. Reed und B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics I1I: Fourier
Analysis, Self-Adjointness, Academic Press, San Diego 1975.

M. Reed und B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics I11: Scat-
tering Theory, Academic Press, New York 1979.

Y. Saito, An Asymptotic Behavior of the S-matrix in the Inverse Scattering
Problem, J. Math. Phys. 25, 3105-3111 (1984).

Y. Saito, An Approximation Formula in the Inverse Scattering Problem, J.
Math. Phys. 27, 1145-1153 (1986).

B. Simon, Phase Space Analysis of Simple Scattering Systems: Extensions
of Some Work of Enss, Duke Math J. 46, 119-168 (1979).

J. Sucher, Relativistic Invariance and the Squareroot Klein-Gordon Equati-
on, J. Math. Phys. 4, 17-23 (1963).

B. Thaller, The Dirac Equation, Springer, Berlin Heidelberg 1992.

K. Yosida, Functional Analysis, Springer, Berlin Heidelberg 1980.



Danksagung

Ich mochte Herrn Professor V. Enf3 fiir die engagierte Betreuung, seine wertvollen
Hinweise und sein Interesse an dieser Arbeit ganz herzlich danken.

Ferner danke ich:

Silke Arians fiir interessante Diskussionen und ihre Hilfe beim Korrekturlesen.
Lorenz Bethge fiir seine Unterstiitzung bei der Einrichtung meines Computers
und beim Korrekturlesen.

Arnd von der Heyden fiir seine Hilfe bei meinen ersten Schritten mit IXTEX.
Meinen Eltern fiir einen Grofiteil der Finanzierung meines Studiums.

Der Studienstiftung des Deutschen Volkes fiir ihre Forderung.

Meiner Familie und meinen Freunden, insbesondere Thomas Jager, fiir ihre Er-
mutigung.

Ich versichere, daf} ich die Arbeit selbstédndig verfafit, alle verwendeten Quellen
angegeben und Zitate kenntlich gemacht habe.

Aachen, den 29. August 1996



	Einleitung
	Inverse Streutheorie
	Aufbau der Arbeit
	Bezeichnungskonventionen

	Vorbereitende Sätze
	Konvergenzbegriffe im Hilbertraum
	Das Bochner-Integral
	Kurzreichweitige Magnetfelder
	Kompakte Magnetfelder
	Die X-Ray-Transformation

	Die freie Zeitentwicklung 
	Das Prinzip der nicht-stationären Phase
	Der verallgemeinerte Schrödinger-Operator
	Der skalare relativistische Hamiltonoperator
	Der Dirac-Operator
	Die Foldy-Wouthuysen-Darstellung

	Kurzreichweitige Potentiale
	Existenz und Vollständigkeit der Wellenoperatoren
	Der verallgemeinerte Schrödinger-Operator
	Der skalare relativistische Hamiltonoperator
	Der Dirac-Operator
	Die Dirac-Gleichung mit Magnetfeld

	Inverse Streutheorie für den verallgemeinerten Schrödinger-Operator
	Der Hochenergielimes von S
	Rekonstruktion des Potentials

	Inverse Streutheorie für den skalaren relativistischen Hamiltonoperator
	Der Hochenergielimes von S
	Rekonstruktion des Potentials

	Inverse Streutheorie für den Dirac-Operator
	Der Hochenergielimes von S
	Der Hochenergielimes von S
	Rekonstruktion elektromagnetischer Felder
	Rekonstruktion kompakter Magnetfelder

	Diskussion
	Bemerkungen zur stationären Theorie
	Physikalische Deutung
	Zusammenfassung und Ausblick


